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Vorwort 


Die Theorie des Potentials verdankt ihre Entstehung dem 
wesentlichen Nutzen, welchen die Einfühnmg dieses rein geome- 
trischen Begriffes in allen den Problemen der Physik gewährt, 
bei welchen es sich um Bewegungen von Massen handelt, die 
auf einander dem Quadrate ihrer gegcmsei Ligen Entfernungen um- 
gekehrt |)r()poiiJonahi Anziehungs- oder Abstofsungskräfte auszu- 
üben scheinen. Denken wir uns bei einem solchen Wechsel- 
wirkungsgesotz, wie cs durch das Newtonsche Gravitationsgesetz 
in die Mechanik des Himmels, durch das Goulombsche Gesetz 
in die Theorie der elektrischen Erscheinungen eingeführt wird, 
ein Massenteilchen ra an der Stelle (xyz) von beliebig vielen 
Massenteilchen ; iiij an den Stellen (Xj yj zj) beeinflusst, so sind 
die Komponenten der Gesamtkrafl, welche alle Teilchen nij auf 
das l’eilchen m auszuübcui scheinen: 






: y-Yj. 


^ ry fj 

wo die «j Konstanten vorslellen, rj die Entfernung: 


rj - VCx “'xj)® + (y - Yj)® + (z - 7-i^) i 


und Richtung: 


(Xj Yj Zj) — (xyz) 



uch der 


l^ML. 
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Vorwort. 


Die Theorie des Potentials verdankt ihre Entstehung dem 
wesentlichen Nutzen, welchen die Einführung dieses rein geome- 
trischen Begriffes in allen den Problemen der Physik gewährt, 
bei welchen es sich um Bewegungen von Massen handelt, die 
auf einander dem Quadrate ihrer gegenseitigen Entfernungen um- 
gekehrt proportionale Anziehungs- oder Abstofsungskräfte auszu- 
üben scheinen. Denken wir uns bei einem solchen Wechsel- 
Wirkungsgesetz, wie es durch das Newtonsche Gravitationsgesetz 
in die Mechanik des Himmels, durch das Goulombsche Gesetz 
in die Theorie der elektrischen Erscheinungen eingeführt wird, 
ein Massenteilchen m an der Stelle (xyz) von beliebig vielen 
Massenteilchen, mj an den Stellen (xjyjZj) beeinflusst, so sind 
die Komponenten der Gesamtkraft, welche alle Teilchen m,* auf 
das Teilchen m auszuüben scheinen: 





X — 

3 





y- 

Ji 

r/ 

Tj 



Z — 

3 





wo die Konstanten vorstellen, Tj die Entfernung: 


und Richtung: 


(Xj yj Zj) — (xyz) 




repräsentiert, deren Richlungskosinusse ja durch die Quotienten; 


x-xj y-yj ^ z-Zj 
Tj ’ rj ’ rj 

gegeben sind. 

Da sich nun X, Y, Z in der Form darstellen lassen: 


wenn man : 


X = - 


0V 

öx’ 


y 

z 


ey 

-Tg” 1 

oy 

ci' 


setzt, so sieht man, dass zur Bestimmung der Kräfte X, Y, Z 
lediglich die Kenntnis einer einzigen Funktion erforderlich ist, 
die man als das Potential der von dem Massensystem lUj auf m 
ausgeübten Kraftwirkung bezeichnet. 

Fi-e -.s fie.; dieser Funktion V, als deren wichtigste 
die £..11.:. u.';- der partiellen (Laplaceschen) Differo’atialgloichang: 

gäv gay 02y 

0i-2+gj,2+g^ = O 


anzusehen ist, hat sich die Theorie des Potentials im eigentlichen 
Sinne zu beschäftigen. 

Die hier besonders hervorgehobene Eigenschaft jedes Po- 
tentials, eine partikuläre Lösung der Laplaceschen Gleichung zu 
sem, hat allmählich das Interesse des Mathematikers der Inte- 
gration dieser Gleichung zugewandt, und man könnte wohl die 
Potentiaitheorie in ihrer gegenwärtigen Ausdehnung geradezu 

als die Lehre von der Integration der Laplaceschen Gleichung 

aenmereri. ' 


Diese Wandlung hat sich nicht blofs in der reinen Analyse 
vo zogen, eine grofse Umwälzung in den Ideen über die Wechel- 
wirknngen, denen der Begriff des Potentials seine Entstehung ver- 
dankte, ist mit derselben Hand in Hand gegangen; man ist von der 


V 


Voranssetzuog der Fernewirkung zu der Annahme fortgeschritten, 
dass nur ein Zwischenmedium durch stetige Fortpflanzung eines 
Bewegiingsziistandes von einem Teilchen zum anderen die Wechsel- 
wirkung zweier räumlich getrennter Teilchen vermitteln kann, der 
früher leer geglaubte Raum aufserhalb derselben hat sich belebt^ 
und sein Bewegungszustand wird an jeder Stelle durch den Wert 
einer Funktion V (einer sogenannten Potentialfunktion) bestimmt^ 
welche in ganzer Erstreckung des genannten Raumes der Laplace- 
schen Gleichung genügt, und der man ebenso, wie ihren ersten 
Ableitungen, die Eigenschaft der Stetigkeit beilegte. 

Die wichtigsten Aufgaben der theoretischen Physik laufen 
nunmehr auf das mathematische Problem hinaus: Potentialfunk- 
tionen eines gegebenen Raumgebietes zu finden, welche an der 
Oberfläche desselben vorgeschriebene Grenzbedingungen erfüllen^ 
und unter ihnen sind die beiden wichtigsten: 

1, Das elektrostatische Problem: Potentialfunktionen ge- 
gebener Raumgebiete zu finden, wenn ihre Puindwerte vor- 
geschrieben sind. 

2. Das hydrodynamische Problem: Potentialfunktionen gege- 
bener Raumgebiete zu finden, wenn ihre normalen Ableitungen 
an der Grenze vorgeschrieben sind. 


In dem vorliegenden Lehrbuch der Potentialtheorie habe ich 
zwei wesentlich verschiedene Gesichtspunkte zu vereinigen gesucht; 
dasselbe soll einmal zur Einführung in die Potentialtheorie dienen 
(Teil I bis HI) und setzt nur die Vorkenntnisse voraus, welche 
nach den gewöhnlichen Anfangsvorlesungen über Differential- und 
Integralrechnung, sowie die analytische Geometrie der Ebene und 
des Raumes erwartet werden dürfen; es soll aber andererseits 
auch (Teil IV und V) den Leser, nachdem er sich mit den Grund- 
lagen der Theorie vertraut gemacht hat, bis zu den gegenwärtigen 
Grenzen dieses für die theoretische Physik wichtigsten Gebietes 
der Mathematik hinführen. Um das Buch beiden Zwecken dienst- 
bar zu machen, habe ich einige Untersuchungen in Teil I bis III,, 
welche für die erste Einführung in die Theorie nicht von nöteii 
sind, in kleinem Druck beigefügt oder in besonderen Anmerkungen 
am Schlüsse des Buches gegeben; für das Studium von Teil IV 



f/ 


ß 


_ VI — 


lind Sind aber auch diese klemgedruckten Stellen und Anmer- 
kiiiigeii eine : d’v:.-,- Voraussetzung.'^) 

Xaclsdem im 1. bis III. Teile die allgemeinen Eigenschaften der Po- 
die Theorie der Kugel funktionell und die Grundlagen der Theorie 
uer Pötenrialfimktionen aiiseinandergesetzt sind, beschäftigen wir uns in 
Teil I\ und \ mit der Integration der Laplaceschen Gleichung, mit den 
bisher allgemeinsten Lösungen des elektrostatischen und hydrodynamischen 
Frorileines; diese Üntersiieliiingen bauen sich im W'esentiichen auf die 
folgenden hervorragenden Arbeiten auf: 

C Xe 11 mann, t her die Methode des arithmetischen Mittels (Abhand- 
longen der k. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften 1887)- 
(Die Gnmdzüge dieser Methode zuerst veröffentlicht 21. 4. imd 
31. 10. 1S70 Ber. derk. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften). 

H* Polneare, la methode de Xeumann et le probleme de Dirichlet 
(acta mathematica 1895). 

H, A. bcliwarz. Über einen Grenzübergang durch alternierendes Ver- 
fahren {\' ierteljahrsschrift der naturforschenden Gesellschaft in 
Zürich SO. 5. 1870). 

M. A. Liapounoff, sur certaines questions qui se rattachent au 
Probleme de Dirichlet Gournai de mathematiques 1898). 

Bui-ch die Methode von Xeumann gelang es zum erstenmale, Funk- 
tionen zu -konstruieren, 'welche im Aufsenranme oder Innenraiime' irgend 
einer geschlossenen Fläche ca stetig sind, der Laplaceschen Gleichung ge- 
nügen, an ^ der Fläche oj vorgeschriebene Werte f annehmen, und deren 
sämtliehe in irgend welchen Entfernungen von w stetig sind, 

falls nur die Fläche überall konvex ist (d. h. von irgendeiner Geraden 
iiii Eaume in höchstens zwei Punkten geschnitten werden kann), und 
falls die vorgeschriebenen Randwerte f auf tu stetig sind. 

^Föiiieare hat diese Methode für eine beliebige geschlossene, stetig 
gekrümmte, einfach zusammenhängende Fläche (o und für Randwerte f be- 
wiesen, die mit allen Ableitungen auf w stetig sind, aber unter den beiden 
tolgenden wesentlichen Restriktionen: 

L Es muss die Existenz der gesuchten Funktion bereits auf irgend 
“tune andere Weise gesichert sein; 

2. Es müssen Transfonnationen existieren, welche den Innenraum der ' 
Flache in den Innenraum einer Kugel, den Aufsenraum von w in den 
Aulsenraiim dieser Kugel verwandeln, Transformationen, die gewissen 
bteiigkeitsbedingungen genügen und vor allem jedem Elemente dco von w 


^ Die wenigen in Teil IV und V kieingedruckten Stellen mögen zweck- 
ißalsig auch bei dem Studium dieser Teile -zuerst übersprungen und erst 
aaeliträglich berücksichtigt werden. 

Buches ausführlicheres Litt er atur Verzeichnis findet sich am Ende des 

T") gleichfalls ausgeschlossenen, singulären Fall der sogenannten 

Zueisternigkeit wollen wu- nicht besonders bemerken. 


vn 


ein Element dw' der Kugelfiäche znordnen von solcher Art, dass der 
Quotient 

dw ^ 

dtu' 

endlich und von null verschieden ist. 

Was die erste Bedingung anbetriift, so möchte ich hier nicht auf die 
schwierige Frage eiiigehen, unter welchen Bedingungen die bisherigen Me- 
thoden der Ausmessung durch unendlich viele Kugelfiächen (sei es mit 
Hilfe der Betrachtungen von Schwarz oder der „balayage“-Methode‘'*=) von 
Poincare) wirklich einwandsfrei die Existenz der betreffenden Funktionen 
bis an die Fläche heran beweisen; in jedem Falle leistet uns die Neumannsclie 
Methode mehr: sie beweist uns die Existenz der betreiFenden Funktion, 
indem sie dieselbe wirklich konstruiert, und es wird von Wert sein, die 
Giltigkeit der Methode von der Bedingung zu befreien, dass die Existenz 
jener Funktion bereits auf anderem Wege erwiesen sei. 

Ich werde nun in Teil lY Abschnitt IV in engem Anschluss an die 
Poincaresche Arbeit zeigen, dass in einem wichtigen, sehr allgemeinen Falle 
die C^iitigkoit der Neumannschen Methode von jener Voraussetzung unab- 
hängig ist, und überdies kann man gerade in diesem Falle die von Poincare 
vorausgesetzten Transformationen wirklich angeben; es ist dies der Fall, 
dass die Fläche — wie ich mich ausdrilcken will — gegen einen inneren 
Punkt konvex ist, d. h. dass wenigstens ein Punkt innerhalb der 
Fläche (o existiert, durch den sich keine Tangentialebene der Fläche legen 
lässt. Wenn durch diese Voraussetzung zunächst die Allgemeinheit von 
Poincare beschränkt wird, so wird der Methode in anderer Beziehung eine 
gröfsere Allgemeinheit gegeben, indem den Eandwerten. f lediglich die Be- 
dingungen vorgeschrieben werden, dass sie auf co eindeutig und stetig sein 
sollen, während ihre ersten Ableitungen bereits in einer endlichen Zahl 
von Tremiungskurven in gewisser Weise unstetig werden dürfen. Diese 
Verallgemeinerung gestattet dann (Teil IV, Abschnitt V), da jeder genügend 
kleine Teil einer stetig gekrümmten Oberfläche als Teil einer Fläche auf 
gefasst werden kann, die gegen einen inneren Punkt konvex ist, mit Hilfe 
der Methoden von Schwarz zu beliebigen, stetig gekrümmten Flächen w über- 
ziigelien und auf Grund der Neumannschen Methode und einer endlichen 
Anzahl Schwarzseher Operationen das gewünschte ßesultat zu erreichen. 

Der V. Teil beschäftigt sich sodann zunächst mit der Frage, w^aiin die 
so konstruierten Funktionen wirklich Potentialfunktionen sind, d. h. wann 
auch die ersten Ableitungen der so konstruierten Funktionen bis an die 
Fläche w heran eindeutig und stetig sind. Diese für die theoretische Physik 
äufserst wichtige Frage ist bereits in der Arbeit von Liapoiinoff mit Hilfe 
eines aufserordentlich geistvollen Kunstgriffes untersucht wmrden, unter 
der Voraussetzung, dass die Neuman nsche Metho de anwendbar 


■■*'•) Da ich dieselbe nicht in mein Buch aufgenommen habe, möchte ich 
nicht verfehlen, wenigstens an dieser Stelle auf diese scharfsinnige Unter- 
suchung Poincarös hinzuweisen. (American journal of Mathematics B. 9.) 
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ist. Auf den Poineareschen Beweis darf sich nun diese IJntersiiclTiirig 
eigentiicli nicht stützen, da das, was Liapoiinoff beweisen will, eine Voraus- 
setzung des Poineareschen Beweises bildet, wohl ist sie aber sofort auf 
Flächen anwendbar, die gegen einen inneren Punkt konvex sind. •’**) (Teil V, 
Abschnitt L Kap 1). Diese Untersuchung leistet nun noch mehr, als eine 
sehr allgemeine Lösung elektrostatischer Probleme, sie lässt sich mit 
Hilfe einer Modifikation der Neumannschen Methode, die von Robin'^*'^') 
lierrölirt, auch (Teil V, Abschnitt II, Kap. 1) zu einer sehr ■ allgemeinen 
Lösung hydrodynamischer Probleme verwerten. 

Zum Schlüsse werden die erhaltenen Resultate mit Hilfe der Methoden 
von Murphy auf Flächen ausgedehnt, die aus mehreren getrennten Teilen 
bestehen (Teil V, Abschnitt III) und eine für die Hydrodynamik und die 
Theorie der elektrischen Erscheinungen wichtige Ausdehnimg des Begrilfs 
der Fotentialfunktion in mehrfach zusammenhängenden Räumen behandelt. 
(Teil Y, Abschnitt IV). 


Obgleich ich alle Bezeichnungen, in denen ich von anderen Autoren 
abweiehe, durch Definitionen im Text besonders hervorhebe, möchte ich 
doch bereits hier auf einige Eigenarten meiner Ausdrucksweiso hindouten. 

L Wenn ich von einer Punktion spreche, die in einem gegebenen 
Piaume, auf einer gegebenen Fläche oder Kurve endlich sein soll, so soll 
(vgl Festsetzung in der Anm. S. 3) dieser Ausdruck stets im Sinne von im all- 
gemeinen eindeutig und stetig (vgl. Definitionen S. 1, 9, 16) verstanden 
werden, so dass dieser Begriff stets die Integrierbarkeit in sich schliefst. 

2. Wenn ich von einem stetig gekrümmten Pläclienteile spreche, 
so sollen auf demselben die Richtungskosinusse der Normalen cos(?'x), 
eos(yv), cos(^z) eindeutig und stetig und ihre ersten Ableitungen 
endlich sein. 

^ 3. Wenn ich von einer Funktion f der Stelle auf einer Fläche sage, 
sie ist auf derselben regulär, soll damit gesagt sein (vgl. Anm. (‘•^■*)), dass 
die Differenz der Punktionswerte in zwei genügend nahen Punkten der 
Fläche und einer Ungleichung von der Form genügt: 

ahs. (fl — L) ^ endliche Konstante), 

(1 1 ), 

w^enn rjs die Entfernung der beiden Punkte vorstellt 


die Ausdehnung auf den allgemeinen Fall habe ich 


■’■) Den Beweis für 
in Kap. 2 angedeutet. 

'**'^) Gomptes rendus t. CIV. 

y-*) Ich möchte darauf aufmerksam machen, dass Liapounoff den Aus- 
druck regulier" in anderer Bedeutung gebraucht; man könnte daher 
namentlich wenn die obige für die Zwecke dieses Buches sehr be- 
queme ^usdrucksweise mit dem Begriffe kollidieren sollte, den man in der 
Theoiie der Punktionen einer komplexen Variabein mit ihr verbindet, den 
Ausdruck regulär durch regulär stetig ersetzen. 


4. Wenn icli eine Gröfse, die durch die Verkleinerimg einer anderen 
Gköise, z. B. Q unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden 
kann, in der Form schreibe: 


oder auch J{q)^ 


so soll damit, auch wenn dies nicht besonders bemerkt wird, stets angedeutet 
werden, dass die Gröfse bei genügend kleinem o ihrem absoluten Werte nach 




i^xfA endliche Konst ante, \ 


ist, so dass bei dieser Bezeichnung z. B. die Ungleichung in der Fest- 
setzung 3) in der Form geschrieben werden kann: 


abs. (fj — fg) — D(ri2), (oder auch -^(1*12), ^(1^2))- 

Schliefslich sei noch bemerkt, dass viele Verallgemeinerungen der hier 
auseinanderzusetzenden Eesultate nicht in den Bahmen des Buches aufge- 
iiommen wurden, weil mir als Endzweck lediglich die Verwendbarkeit in 
der theoretischen Physik vox*sch webte ; Funktionen, die ünstetigkeiten 
zeigen, werden nur als Mittel zum Zweck angesehen, Ableitungen von 
Eesultaten für stetige Funktionen zu erleichtern; sowie dieser Zweck er- 
reicht ist, werden sie eliminiert. Denn die Natur kennt keine Unstetig- 
keiten; zu diesem Erfahrungssatz hat sich die Physik mühsam durch- 
gerungen. 

München, Wintex-* 1898/99. 
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Eiiileiteiide BemerkiiiigeR ilier KiirTeii^^ WlVimeL 
iiii Maiime, iiii besonderen über drei wichtige 

Iiitegralsätze. 


1. Kapitel. 

Über KurverJxuBgrf.ls. 


§ 1 * 

Wir erinnern an folgende Definitionen: 

Eine Funktion f(x) heifst in dem Bereiche: 

Xi X X2 

eindeutig und stetig, falls dieselbe für jeden Wert des Be- 
reiches einen und nur einen bestimmten, endlichen Wert 
besitzt und die • ^ ^ 

f(x 4“ dx) f(x) 

für zwei Werte x und x + dx des Bereiches durch Verkleinerung 
von dx unter jeden beliebig kleinen Wert herabgedrückt 
■werden kann. 

Eine Funktion f(x) heilst in dem Bei'eiclie: 

Xi ^ X ^ X2 

abteilungsweise eindeutig und stetig, falls sich das Bereich in eine 
endliche Anzahl von Bereichen zerlegen lässt, in denen die Fimktion 
■eindeutig und stetig ist. 

Eine Funktion f(x) heifst in dem Bereiche: 

Xj ^ X ^ X 2 


K 0 r D, Poteiitialtlieorie. 
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im allgemeiDeii eindeutig und stetig, falls die Gesamtlänge der 
Bereiche, in weielien die Funktion den Bedingungen der Eindeutigkeit und 
Stetigkeit nicht entspricht, kleiner ist als eine beliebig klein gewählte 
Länge, und falls der Funktionswert für jedes s des Bereiches kleiner ist 
als irgend ein bestimmter, endlicher Wert. 

Eine Funktion f(x) heifst in demselben Bereiche abteiluiigs weise- 
monoton, falls sich dasselbe in eine endliche Anzahl von Bereichen 
zerlegen lässt, in denen f fortdauernd wachsend oder fortdauernd ab“ 
nehmend ist. 


§ 2 . 

Wir denken uns ein Kurvenstück (S im Raume, markieren 
auf demselben beliebig, aber ein für allemal fest einen Punkt 0, 
dann können wir jeden Punkt der Kurve durch die Bogen-” 

länge (T gegeben den- 
ken, welche er, von 
0 an gerechnet, be- 
sitzt, sobald wir noch 
die eine der beiden 
Richtungen der Kurve 





Fig. 2. 


als die positive a Richtung festgesefzt haben. Die Punkte 
der Kurve werden drei Gleichungen von der Form: 


1 ) 




entsprechen, wo ly(cr), ^((t) gegebene Funktionen der Bogen- 
iänge G Torstellen. Wir werden uns stets auf Kurven be- 
schränken, für welche in dem Bereiche ff, ^ (T ^ eindeutige 
und stetige Funktionen von g sind, ferner auch die Richtungs- 
kosinusse jedes Kurvenelemsntes do- an der Stelle 


2 ) 


cos ((Tx) = 


cos(o'y) = -^, 


cos ((TZ) = 


dl 

d(T’ 

d)? 

dff’ 

i£ 

d(T 


als abteiknigsweise monotone, eindeutige und stetige oder abteilangs- 



weise eindeutige und stetige'^') Funktionen von cT betrachtet werden 
können und endliche'-'^) erste Ableitungen haben. 


Es sei der Kurve (Ti ( j ^ eindeutige und stetige 

Funktion der Stelle, und man wisse auch von ihren ersten Ab- 
leitungen, dass sie auf der Kurve 0*2 endlich (im allgemeinen 
eindeutig und stetig) sind; wir betrachten das Integral: 

I {I| ^ 

(T 

das über alle Elemente der des Kurvenstückes (XicTg zu erstrecken 
ist. Setzen wir hierin aus 2) die Werte von 
cos (ux), cos ((Ty), cos (erz) 

ein, so folgt: 



CT 


oder: 4) J. = !?!’% 

wenn wir unter dem Ausdruck rechts die Differenz: 

Funktionswert an der Stelle cTg 
— Funktionswert an der Stelle cr^ 

verstehen : 

A. Ist f eine eindeutige und stetige Funktion der 
Stelle auf einem gegebenen Kurvenstück er, und 

weifs man auch von ihren ersten Ableitungen, dass 
sie auf der Kurve endlich"^''^) (im allgemeinen eindeutig und 
stetig) sind, so besteht die Formel: 

5) cos (tfx) + ^ cos (<ry) + ^ cos (tfz)j dff = | f 

er 

■=') In diesem Falle bezeichnen wir die Punkte, durch welche die Kurve 
in Stücke zerlegt wird, auf denen diese Funktionen eindeutig und stetig 
sind, als „die Trennungspunkte der stetig gekrümmten Kurventeile^‘ und 
schliefsen Spitzen in den Trennungspunkten aus. 

•■•”^=) Wir werden oft von einer endlichen Funktion sprechen, in dem 
strengen Sinne einer „im allgemeinen eindeutigen und stetigen“ Funktion. 
Vgl. Definitionen S. 1, 9, IG. 

1 =^^ . 
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wo, nach einer bestimmten Festsetzung über den Sinn 
der Richtung er, cTo den positiven, cr^ den negativen 
Piaiulpunkt der Kurve vorstellt. 

Wir wollen eine geschlossene 
Kurve stets als ein Kurveiistück 
betrachten, dessen positiver und 
negativer Randpunkt in einem 
beliebigen Punkte 0 der Kurve 
zusammenfallen. 

Es ergiebt sich für solche 
geschlossene Kurven aus A. im« 
mittelbar der folgende 

Zusatz 1 zu A. Ist, bei 
denselben Vor ausseizungen über die Funktion f, er eine 
geschlossene Kurve, so ist: 

6J \ (II cos (erx) -T- cos (erv) + cos ((72)1 der = 0. 
t/ cr^ " J 

ö* 



§ 

Wir setzen im besonderen in 6) f successive gleich: 

. t, 

r, 

1 . 1 . 
claiiii folgt : 

\ cos (crxj der = 0, 

t) 

(j 

a 

7 ) hos(ffy) dcr = 0, 

CT 

pos{trz) dö' = 0; 

e-' 

er 

j § cos((rx) der = 0, 

G 


8 ) 


p cos((ry) dff = 0, 

er 

pcos(ffz) dtf = 0; 

e-’ 

er 



0 


I { ri cos {(j?) + t cos (cry) | der = 0, 

5,'' 

(J 

^ ^ COS {(jx) + 5 cos (erz) [ der = 0, 

6 

g cos((7y) + Tj cos(crx)j ä(f= 0. 

S 

Wir denken uns weiter, unter Annahme eines positiven’-') 
Koordinatensysteins xyz, die geschlossene Kurve a mit ihrer 


X 



positiven Umlaufsrichtung auf die yz Ebene projiziert, so dass 
jedem Punkte der Kurve a ein Punkt (Ofjt) der projizierten 

Kurve cTx entspricht; wir setzen ferner: 

d. i. ein solches, in welchem, von der positiven x Seite aus gesehen, 
die kürzeste Drehung von der y Axe zur z Axe im umgekehrten Sinne des 
lJhrzeiger^s stattfindet. 



- ~ 1 ■> — 

1,., r ,f = rcosr/, 

I ; = rsmf/, 

so dass r die n.-d.'-.' — ... des Punktes vom 

f/ den WIiikeL den die P'-d.i ::.e 

mil der j Axe bildet, vorstellt, wobei (/^ von der positiven x Seite 
aus gesehen, im umgekehrten Sinne des Uhrzeigers positiv zu 
rechnen ist. Es folgt aus 10): 

drj = dr cos (f — r sin (f dtp, 

= dr sin (f e- r cos(p ckp, 

SöDiit: 

oder: 

j ^ cos (< 7 z j — ^ COS (cry) {■ der = ; 

- wir über alle Elemente der der Kurve er, so folgt: 

11) I U cos ((TZ) - i' COS (<A-) } der = U Acf. 

c. 

^ o’x 

Der Ausdruck rechts ist; 

=- ib 2m^. 

wenn den Fiächeninhait der von begrenzten Fläche vor- 
siellt, und^ es ist dabei das -j- oder — Zeichen zu wählen, je 
nachdem die ümlaufsrichtung von C:,, von der positiven x Seite 

* umgekehrten Sinn oder den Sinn des Uhrzeigers 

hat, oder wie man sich kurz ausdrückt — je nachdem die 
1 von positiv oder negativ ist. Es ist also: 

1 1 n cos (az) - t cos (ov') I dtf = ± 2 , 

t' 

er 

analog: 12) \ cos(erx) — J cos((5'z) j do* = zh 2cöy , 

CT 

I |b COSfcTy) cos ((Tx)| d(T = db 20)7, 

, ^ 

WO resp. die Flächenräume vorstellen, welche von den 

Projektionen cTxCTycT^ der Kurve er resp. auf die yz, zx, xy Ebene 



umschlossen werden und das 4 - oder Zeichen zu wählen ist, 
je nachdem die ümlaufsriclitungen dieser Projektionen positiv 
oder negativ sind. 

AVir wollen die Formeln 7), 8) und die durch Addition und 
Subtraktion der Formeln 9) und 12) sich ergebenden Relationen 
als einen besonderen Zusatz zu A. aussprechen: 

Zusatz 2 zu A. Es bestehen für jede geschlossene 
Kurve öt die Formeln: 


13) 


\ COS (crx) der = l cos (o'y) da == l cos (az) da == 0; 

e' (».' J 

a a a 

1 5 cos(ax) da==l ?/ cos(ay) da = l C cos(az) da == 0; 

e ' tJ t, 

a a a 

cos (az) da == — cos (ay) da = rb «x , 

J tj 

<y a 

fc cos (ax) da = — cos(az) da = zb Wy, 

J tj 

a a 

5 cos (ö'y) da = — cos(ax) da = rb 


dabei sind w^caycoz die Flächenräume, welche von den 
Projektionen a.^ay-a^ der Kurve a auf die yz, zx, xy Ebene 
umschlossen werden, und es sind die + oder — Zeichen 
zu wählen, je nachdem die Umlaiifsrichtungen dieser 
Projektionen positiv oder negativ sind. 


2. Kapitel. 

Über Oberflächenintegrale. 

§ 

AVir denken uns eine Oberfläcdie durch eine Gleichung: 

14) f(g'^y£) = 0 

gegeben und auf derselben durch eine geschlossene Kurve a ein 
bestimmtes Flächenstück abgegrenzt. 

AAhr werden uns stets auf Oberflächenslücke m beschränken, 


8 


für weiche f eine eindeutige und stetige Funktion der Stelle ist, 
ferner auch die Pdchlungskosinusse der Normalen: 


15j 


cos (yx) 


dt 



cos (yy) = 


5f 


cos (yz) 


+(0?) 

0f 

0F 

/cf- dt]- fd[\- 


bei eines festen Zeichens der Quadratwurzel als 

jibteiliiDgswelse monotone, eindeutige und stetige oder abteiUingsweise 
eiiideatige und stetige*) Funktionen der Stelle auf w belrachtet 
werden können und endliche'^'Q erste Ableitungen haben. 

Die Stetigkeitsdefinitionen lauten analog Kapitel 1, § 1: 

Eine Funktion F der Stelle auf dem Oberflächenstücke 
heilst eindeutig und stetig, falls dieselbe für jeden Punkt 
von Cd einen und nur einen bestimmten endlichen Werl 
besitzt und die Differenz: 


F(s-hds, ?4-4Q-Fa, fi, i) 

für zwei Punkte und ri + dri C +• des Flächen- 

Stückes m durch Verkleinerung von 

unter Jeden beliebig kleinen Wert herabgedrückt werden kann. 

Eine Fimktion F der Stelle auf dem Oberflächenstück w lieifst 

abteilungsweise eindeutig und stetig, falls sieh w in eine endliche 
Anzahl von Fläehenstücken zerlegen lässt, auf denen die Funktion eindeutig 
und stetig ist. 

S a 


^ In diesem Falle bezeichnen wir die Kurven, durch v-elclie die Fläche 
in btücke zerlegt wird, auf denen diese Funktionen eindeutig und stetig 
sind, als „die Trennungskurven der stetig gekrümmten Flächenteile^' und 
scliliefseii Spitzen in den Trennungskurven (Zusammentreöen von Flächen- 
teilen unter dem Winkel null) aus. 

Vgl Anm. 2, S. 3. 
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Eine Funktion F der Stelle dem Oberflaclienstiick w Iieifsfc 

im aii gern ein en eindeutig und stjetig, falls die Gesamtgröfse der 
Teilflächen, auf welchen die Funktion den Bedingungen der Eindeutigkeit 
lind Stetigkeit nicht entspricht, kleiner ist als ein beliebig klein ge- 
wählter Flächenraiun, und falls der Funktionswert für jeden Punkt (l^t) des 
Flächenstückes kleiner ist als irgend ein bestimmter, endlicher Wert. 

Die Funktion F heilst auf o) ab teiluiigs weise monoton, falls sie auf 
jedem endlichen, auf tu gelegenen Kurvenstiiek abteilimgsweise monoton ist. 

§ 2. 

Von den beiden Seiten des Flächenstückes « können wir 
nach Belieben die eine oder die andere als die positive Seite fest» 
setzen; nach dieser Fest- 
setzung bezeiclmen wir die 
in einem Punkte nach 
der positiven Seite der 
Fläche gehende Normale 
als die positive Normale v 
der Fläche in Wir können z. ß. die positive Seite der 

Fläche 14) dadurch unzweideutig festselzen, dass wir der posi- 
tiven Normalen v in die Rich- 

tiingskosinusse cos(i-'x), cos(i-'y), cos(i^z) 
geben, wie sie durch die Gleichungen 15) 
bestimmt sind, unter Zugrundelegung 
des positiven Zeichens für die Quadrat- 
wurzel. 

Nach dieser Festsetzung geben wir 
auch der Randkurve a des Flächen- 
stückes o) eine bestimmte positive Um- 
laiifsrichiiing, indem wir festsetzen, dass 
eine menschliche Figur, welche in der 
positiven a Richtung schwimmt und nach der negativen Seite von 
m hinblickt, das Fiächenstück co stets zur Linken haben soll.'Q 

§ 3 - 

Es seien 

drei auf dem Flächenslücke w eindeutige und stetige Funktionen, 

*) z. B. wird in Fig. G, falls w in die Ebene der Zeichnung fällt und 
die positive Normale von c» nach vorn heraiistritt, die positive Umlaufs- 
richtung von g durch den angegebenen Pfeil markiert. 









und man wisse auch von ihren ersten .n-id! j dass sie aut 
dem Flächenstücke endlich dm allgemeinen eindeutig und stetig) Sind. 
Wir wollen Zusehen, ob wir das Integral: 


16i h = \ 


cos (i^z)| d«. 


l/cW cW , , /rl' \ . 

' , ? — ,i cos I nx ) — --4 — ■ cos (3^y 

J i'" c: ■ \ 0^ og ; 

^W___0U\ 

0 ? Orj) 

'das über alle Eiemenie d« des Flächenstückes « zu erstrecken 
ist, in ein über die Randkorve a zu erstreckendes Knrvrnintegra,! 
verwandeln können. 

^Vir denken uns auf beliebige Weise das Flächenstück m in 
eine groise Anzahl kleinerer Flächenstücke d« zer- 
schnitten, deren Randkurven mit ihren positiven 
Ur..:!r.u^:v:ht r.': wir mit g bezeichnen. Wir 



greifen ein solches cl« heraus und markieren he- 
'^aici) liebig innerhalb desselben einen Punkt (?o^o^^o)- 
Plg. 7. Bei unseren Voraussetzungen können wir, sobald 
wir Hü) genügend klein nehmen, die Funktion ü 
z. B. für einen Punkt der Kurve g in der folgenden Form 

darstellen: 


I' — 4* (g : 4- — 7 ]q) ' " 


+ (J — So) I “F^h(‘) 

0 I Ü 


Cg I 'orj 

w'o der Index andeuten soll, dass die Werte der betreffenden 
Fufiktioiien im Punkte (Sq^o^o) wählen sind. Die Gröfse j ist 
ihrem absoluten Werte nach 

<r.D,(ü 

wo r die Entfernung: 

(^0^0 üj) >■ (b 7 b) 

iincl D die grölste Ditferenz Yorsteüt, welche die ersten Ableitungen von ü 
iriiierliaib ticji haben können. 

ir r;.', hu die letzte Gleichung mit 

cosfgx) d? 

und integrieren über die Kurve g, dann folgt: 


f ü cos (a) ds = i'j U, - (I - ■£,) ■ 


: !o 


('?-%) 


:6Ü| 

i 07) in 


+ (. .o) ; M 


j cos(cx)clg 4 -| J cos(s'x) dir. 



^ma man kann durch geeignete Wahl der cl« das letzte Glied rechts 

stets seinem absoluten Werte nach 


A • D • Qu) 


machen, ^yo A eine endliche Zahl vorstellt. (-) 

Wir bringen jetzt die in Zusatz 2 zu A ausgesprochenen 
Formeln zur Anwendung; es ist nach denselben; 


0Ü 


jüo + (? — Io) 1 |^+ (n~%) 


0U ! 

I i( 


+ (f — Q 


|0U i 

s? |o 


j0U 

^ 1 di 


(it ClCÖy) 


j COS (a) dg 

dü ^ , 

g-^-|^(±d«,), 


wo wir mit dwy clwz die Projektionen von dw resp. auf die zx und 
xy Ebene bezeichnen und das + oder — Zeichen zu wählen haben, 
je nachdem den projizierten Kurven fyc^ eine positive oder 
negative ümlaufsrichtung zukommt. Setzen wir dies in der voran- 
gehenden Gleichung ein und summieren über alle (Ito von «, so 
folgt im Grenzfalle, indem wir die d« immer kleiner und kleiner 
machen: 

j'ü cos(o'x) dö" =j 
(y 0) 


0Ü 

o'c 


(± d(öy) ■ 




(dzdo)z) 


WO nunmehr: 

clo}y == dz dcö cos (^y), 
doQz — ± do) cos(^z), 


bei Zugrundelegung des d- oder Zeichens, je nachdem wiederum 
die Projektionen der Piandkurve des Elementes dco positive oder 
negative ümlaufsrichtungen haben. Es ist also: 


analog: 

17) 


j ü cos (crx) d<y = j |-y cos (>^y) — ^ cos (i^z) j d«, 

Gl CO 

fröV 0V 1 

V cos (fjy) der = j I cos (vz) — cos {vx)j dw, 


CO 

W cos)az) der == J|^ cos (j^x) — cos (vy) j dco. 

er 00 


ri 


Dureii Aridiiion dies.LT drei Formeln folgt: 

1 ■'-) ^ ' L co.T V cos ((Tj) 4“ W cos (az) { ck = , 


“^vo J,,, das durch 16'i definierte Oberfläciienintegral vorstelit. 

Wir erhallen so den Satz: 

E, I Theorem von Stokes). Sind Ü, V, W drei ein- 
deiitige und stetige Funktionen der Stelle 
einem sregebenen Fläclienstücke oj, und weils man auch 
von iiiren ersten Ableitungen, dass sie aut dem Flächen- 
Stöcke endlic.h’'^h (ini allgemeinen eindeutig und stetig) sind, 
SU besteiit die Formel: 


AM 


M;cW 


cV'. /cU 

, . iCO£l, rXj-rl vu 


A)cosM+(A„ 



dw, 


= y Ü cos (ux) d- V cos{ö'y) 4- W cos (o^z) } dct, 

e.' 

(7 


v;o das Integral links über alle Elemente der} (mit den 
positiven Normalen p ) des Fiächenstückes «, das Inte- 
gral rechts über alle Elemente d^r der Randkurve (T 
von « zu erstreken ist. 


Der Satz gilt in gleicher Weise, mögen ü. V, W lediglich Funktionen 
vier Stelle auf der Fläche vj oder Funktionen der Stelle im Eauine 

sein, falls wir nur in letzterem Falle über die Randwerte der Funktionen 
an ''iei* Fläche und über ihre tangentialen Abieitungeii daselbst dieVoraus- 
secziingeii des Satzes B machen. F) 


Für geschlossene Flächen m ergiebt sich aus^B. der folgende 


Zusatz 1 zn B, Ist, 
über die Funktionen 
Fläche, so ist: 

/dW 


bei denselben Voraussetzungen 
U, V, W, M eine 


geschlossene 


i'd/ow , /cü ÖW\ , , 

. 0 ) j - ■ - --] C 03 (.x) + ( B-- g|-) cos(.y) 


/0V 

^[df 


0U' 

0^ 


COS (pz) ■ dm = 0. 


Denn wir können uns durch eine Kurve o* die Fläche m in 
zwei Flächenstücke ö>i zerlegt denken, dann sind beide Teile 
des Integrales 20) gieicli 


•^) S. Aiim. 2, S. S. 
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^ { ü cos((7x) + V cos (cj) + cos ((jz) } der; 

ff 

in dem einen Falle ist aber nach ihrer Definition die Umlaufs- 
richtung von ff im entgegengesetzten Sinne zu nehmen, als in 
dem anderen, die Summe der beiden Tcilintegrale ist somit null. 


§ 4 - 

Wir setzen im besonderen in 20) successive : 


U = 0, V = — fe, w = 

u= v= 0, W = -J, 

ü = V= i, W= 0: 


U = V = 0, W = 0, 
u = 0, V = W = 0, 
u = 0, v=o, W = f, 


ü = 0, V = 0, W = 
u = ^^ V-0, w = o, 
u = 0 , v = w = 0 ; 


dann folgt; 


U = lyC, V = 0, W^ = 0, 

u = 0, V = feg, W = 0, 

u = 0, V = 0, W = sri; 


21 ) 



dco = 0, 
d« = 0, 
dco = 0; 


22 ) 


) 

1 1 cos (i^y) d« == i 

1 7j cos{pz) dcö = 0^ 

•J 

61 } 

Cö 


i 

i § COS (pz) dw = ( 

1 ^ cos {vx) dco = 0^ 

c- 

0 ) 

/ e» 

CO 


1 

71 cos (i^x) dö) = ^ 

|*gcos(j'y) d« = 0; 

(0 

/ « 
Cö 
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5 ^ i ^ cos (py) — b cos (pz) I d« = 0, 

! w 

i 

, i ^ j : cos (rz) - I cos (vx ) } dft) = 0, 

^'"^1 1 e.' 

I « 

1 1 $ cos (>x) — >1 cos (j^y) j dw = 0. 

I e.' 

tö 

Bezeichnen wir ierner die Entfernung und Richtung: 

x4nfaiigspunkt — ->- d» 



somit: 


25) y ? cos (Vx) 4- cos (Vy) -f s cos (pz) } dw = U cos (^j^) 


I g==^cos((>x), 
24) U = ecos(ey), 
I ^- = ^cos(^z), 


I dw. 


Der Ausdruck rechts ist: 

= it: 3 r, 

wenn % das von der Fläche co umschlossene Volumen vorstellt^ 
und es ist dabei das + oder — Zeichen zu wählen, je nachdem 
als positive Seite der Fläche m die äufsere oder innere Seite 
derselben gewählt wird. In dem zweiten Falle, wenn wir also- 
mit F die inneren Normalen von dö> bezeichnen, ist somit: 

26) i { § cos (fx) 4- rj cos (^y) + ^ cos {vz) j- Am — — 
m 

Wir ^vollen die Formeln 21)^ 22) und die durch Kombination 
der Formeln 23) und 26) sich ergebenden Relationen als einen 
besonderen Zusatz zu B. aussprechen: 

Zusatz 2 zu B. Es bestehen für Jede geschlossene 
Fläche m die Formeln: 
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zn 


^ cos (i^x) äm = ^ cos (?^y) de?) =-= i cos (Vz) cl« = 0; 

•/' t,' J 

0 O) 0) 

I c cos (j^y) dcö = I cos (5^z) dw = 0, 

CO 

.'ü 

§ cos(j^z) dco = cos(i^x) dcd = 0, 

e,' 

0 ) 

1 3y cos (px) dco = j S cos (i^y) = 0 ; 

O Cf) 

j ^ cos (^x) dw == I ^ cos (ry) d« == \ t cos (rz) dco = ~-~t- 


m 


CO 


dabei bezeichnet t das von der Fläche o) cingeschlossene^ 
Volumen und cos(rx), cos(vy), cos(vz) die Richtungs- 
kosinusse der inneren Normalen von dc»j. 


3. Kapitel. 

Über Raumintegrale. 

§ 1- 

Eine Funktion F der Stelle heilst in einem Raum- 

gebiete T eindeutig und stetig, falls dieselbe für jeden Punkt 
von T einen und nur einen bestimmten endlichen Wert 
besitzt und die Differenz 

F(Jd-d5, ^ + % C + C) — F(f, £■) 

für zwei Punkte (5^?) und C + dQ des Raumes t 

durch Verkleinerung von 

unter jeden beliebig kleinen Wert herabgedrückt werden kann. 

Eine Funktion F der Stelle lieifst in einem Eaiimgebiete i ab- 
teiliiiigsweise eindeutig und stetig, falls sich r in eine endliche 
Anzahl von Räumen zerlegen lässt, in denen die Funktion eindeutig und 
stetig ist. 



1<3 


Eirio Funktion F der Stelle lieifst in einem Raomgebiete r im 

iiil.ireio einen eindeutig und stetig, falls die Gesaintgröfso der Teil- 
rüiune, in denen die Funktion den Bedingungen der Eindoiitigkcit und 
Stetigkeit nicht entsjaricht, kleiner ist, als ein beliebig klein gowäbltes 
Volumen, und falls der Funktionswert für jeden Punkt des Raumes 

kleiner ist, als ein bestimmter endlicher Wert. 

Eine Funktion F der Stelle hoifst innerhalb eines Ranmos r 

eindeutig und stetig oder abteilungsweise eindeutig und stetig, 
wenn die Bedingungen der Eindeutigkeit und Stetigkeit oder abteilungs- 
weisen Eindeutigkeit und Stetigkeit für jeden Raum gelten, dessen Ober- 
fiaclie ganz innerhalb der Oberfläche von t liegt, von dieser aber durch 
eiulliche, im übrigen beliebig kleine Entfernimgen getrennt ist. 


§ 2. 

Es seien 

u (?<?;■), 

drei in dem Raume x eindeutige und stetige Funktionen, und 
man wisse auch von ihren ersten Ableitungen, dass sie in dem 

Raume % endlich (im allgemeinen eindeutig 
und stetig) sind. Wir wollen Zusehen, 





ob wir das Integral: 


28) J. 


'78U 

w 


W 0W 


dr. 


das über alle Elemente dr des Raumes % 
zu erstrecken ist, nicht in ein über die 
Oberfläche w von x zu erstreckendes 
Clerfiächc-nir.tegral verwandeln können. 

Wir denken uns auf beliebige Weise den Raum x in eine 
grofse Anzahl kleiner Räume dr zerschnitten, deren Oberflächen 
wir mit o bezeichnen. Wir greifen ein solches dt heraus, und 
markieren beliebig innerhalb desselben einen Punkt (lotyo^o)- Bei 
unseren Voraussetzungen können wir, sobald wir dr genügend 
klein nehmen, die Funktion U z. B. für einen Punkt der 

Oberfläche o in der folgenden Form darstellen: 


Ü - Üo + (I — 1 |^+ (^ — t/o) 


jo ^ 0f 


wo der Indes o andeuten soll, dass die Werte der betreffenden 
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'Funktionen im Punkte (to T'oQ wählen sind. Die Gr'öfse j ist 

ihrem absoluten Werte nach 

^ r • D, 

wo r die Entfernung: 

(^0 % ^o) ^ 

lind D die gröfste Ditferenz vorstellt, welche die ersten 
Ableitungen von U innerhalb dr haben können. 

Wir multiplizieren die letzte Gleichung mit 
cos (vx) do, 

wo do ein Element der Fläche o mit der inneren Normalen r 
vorstellt, und integrieren über die Fläche o, dann ist: 




Fiff. 10- 


J U cos{vx) do = j* |üo + (? — ?o) ^ ^ ~ ^o) 


[ W 

1 


Io 


(c-y 


0 U ) c 

, cos (?^x) do -}- I //cos (px) do, 

8t io' J 


und man kann durch geeignete Wahl der dr das letzte Glied rechts stets 
seinem absoluten Werte nach 

^ A • D • dr 

machen, wo A eine endliche Zahl vorstellt, (h 

Wir bringen jetzt die in Zusatz 2 zu B. ausgesprochenen 
Formeln in Anwendung; es ist nach denselben: 


J(Uo4-(?-y 


0U 


d's 


+ iv - Vo) 


0U 

dij 


■(s-y 


0Ü 




\ cos(Vx) 
0-* 


do 


W 1 

0? L 




Setzen wir dies in der vorangehenden Gleichung ein und 
summieren über alle clr von so folgt im Grenzfalle, indem wir 
die dit immer kleiner und kleiner machen: 


analog : ^ 29) 


U cos (vx) dcö = — \ 

, «• 

) % 

^ V cos (j^y) dw = — |* 


dji 

J 8? 


dV 

dri 


dr, 


dr, 


<ö 


W cos(vz) dw ' 


r0W , 

-Ja“'- 


IC 0 ni , Poteiitialtlieorie. 


2 



tß Ul 
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und hieraus durch Addition: 

r4 

30} \ |Ü co5(vx) -f- V cos(3/y} 4- W cos (j^z) j dm = — Jt, 
m 

wo J- das durch 28) definierte Raumintegral vorstellt. 

Wir erhalten so den Satz: 

C* (Theorem von Green). Sind U, V, AV drei Funk- 
tionen der Stelle, die in einem gegebenen Raumge- 
biete T eindeutig und stetig sind, und woifs man auch 
von ihren ersten Ableitungen, dass sie in dem Raum- 
ebiete endlich^) (im allgemeinen eindeutig und stetig) sind, 
0 bestellt die Formel: 

f/0ü CV CW\ , ^ ^ 

1 'sT) "" J cos(»'x) + V cosCf'y) 

^ 4- W cos(vz)j d(#i,, 

wo das Integral links über alle Elemente d^ des Rau- 
mes T, das Integral rechts über alle Elemente dm (mit 
den inneren Normalen v) der Oberfläche m von t zu 

erstrecken ist. 


S. Anm. 2, S. 3. 



I. Abschnitt. 

Über die vier Potentialarteii und Eigenschaften, 
die allen gemeinsam sind. 

1. Kapitel. 

Die vier Arten des Potentials. 

Wir unterscheiden vier Arten des Potentials, die wir in 
folgender Weise definieren: 

a) Das Punktpotential eines Punktes 

1) v = |, r 

^ ^ Fig. 11. 

WO € eine Konstante, r die 

Entfernung eines variablen Punktes (xyz) von dem Punkte 
vorstellt. 

b) Das Kurvenpotential einer Kurve cf: 



ö* 


wo dö* ein Element der 
Kurve an der Stelle 

-^eineabteilungs- 
weise eindeutige und 
stetige Funktion der 
Stelle auf der Kurve, 
r die Entfernung eines 




variabeki Punktes (xyz) von dem Elemente d<j vorstellt und das 
Integral über alle Elemente der Kurve a zu erstrecken ist. 
cj Das Flächenpotential einer Fläche m: 

3} V = , 

0 ) 


WO döj ein Element der Fläche 


/2yzi 



Fi". 13. 


iegrai über alle Elemente der Fläche co 

d| Das Raunipotential eines Raurngebietes i:: 


an der Stelle H eine 

abteiliingsvveise ein- 
deiUige und ste^ 
tige Funktion der 
Stelle auf der 
Fläche, r die Ent- 
fernung eines va- 
riablen Punktes 
(xyz) von dem 
Elemente de} vor- 
stellt und das In- 
zu erstrecken ist. 



‘Ech 
I r 


1 


wo dr ein Element des Raumes r an der Stelle E eine 

abteilungsweise eindeutige und 
stetige Funktion der Stelle 
r die Entfernung eines 
variablen Punktes (xyz) von 
dem Elemente dv vorstellt 
und das Integral über alle 
Elemente des Raumes r zu 
erstrecken ist. 

Irgend ein Potential V 
soll sich aus einer endlichen 
Anzahl von Punktpotentialen 
Fig. 14. und Potentialen endlicher 

Kurven, Flächen und Räume 
in beliebiger Weise additiv zusammensetzen. 
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2. KapiteL 

Über Eigenseliaften^ die allen Potentialen 
gemeinsam sind, 

§ 1 . 

Der Abstand r zweier Punkte (xyz) und ist durch die 

Formel eogoben: 

5) r = V(x--~S)- + (y--~^)^ + (z--Cf^ 
es ist somit r eine Funktion von (xyz), welche überall eindeutig 
und stetig ist und im Punkte (?'^C) verschwindet. Es ist folglich 
die Funktion 

1 

r 

von (xyz) für alle Punkte (xyz) endlich, welche in endlicher 
Entfernung von liegen, und sie ist eindeutig und stetig für 

jeden Punkt (xyz), welcher von durch irgend welche (im 

übrigen auch beliebig kleine) EiüAcrnung getrennt ist. 

Dasselbe gilt genau, wie für die Funktion auch für alle 
hre Ableitungen nach x, y, z. Aus dieser Eigenschaft der Funktion 
p und ihrer Ableitungen folgt die nachstehende allen Potential- 

arten gemeinsamen Eigenschaft: 

la) Ein jedes Potential V (xyz) ist mit allen seinen 
Ableitungen nach x, y, z in jedem Punkte (xyz) endlich, 
der von den Punkten, Kurven, Flächen oder Piäumen, 
als deren Potential V gegeben ist, eine endliche Ent- 
fernung hat; es ist ferner mit allen seinen Ableitöngen 
nach X, y, z in jedem Punkte (xyz) stetig, der von den 
Punkten, Kurven, Flächen oder Räumen, als deren Po- 
tential V gegeben ist, durch irgend welche (im übrigen 
auch beliebig kleine) Entfernung getrennt ist. 

§ 2 . 

Aus der Formel 5) folgt durch einmalige und zwei- 
malige Differentiation 

nach s, y, z, S, 1/, wenn ^ 

wir unter *5. 

cos(rx), cos(rjr), cos(rz) 
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stets die Riciitungskosinusse der Richtung: 


verstellen: 


6) 


I a) 


0r 

cx 

er 

cj 

0r 

cz 

0 

0x 

0 


er X 


r 

crj r 
0r __ z — ^ 
0b ~~ r 


') ^ (x y z) 

= cos(rx), 


^ cos(rz); 


•;;cos(rx)J 


1 . 


0 I . 1 — cos^(rx) 

ej icos(rxj|= ^ ' 


f • o e j . , cosfrx) cos(rv) 

^ - cos (rx = — cos (rxj = 

0v - e// ^ 


r 


|;:cos(rx)' = . 


lco3(rx)i 


rb) 


~ ‘cosfryjj = - ^ lcos(ry)| 


cx 


öy 


-- | cos(ry)i = 


0f •' 

.ljcos(ry)'=-^ 


cos(rx) cos(rz) 

■ ’ 

co3(rx) cos(ry) 

‘ ? 

r 

1 -- cos^’(ry) 


I ;cos(ry)| _ - !cos(r,)j - - “MOl* “iW; 

(jli (J^ 


7c) 


gz 

~;co3(rz); = -^ieos(rz)j 


^ j COS (rz) I 


0 


-- (cos (rz)j 


c(^(rz) cos (rx) 
r 

cos(ry) cos(rz) 


ey ’ ' — crj ^ r 

^ ; cos (rz) i = - ^ I cos (rz) | = 

Von diesen einfachen Formeln werden wir in der Folge 
aolserordentlicii oft Gebrauch machen. Es folgt mit Hilfe der- 
selben siiccessive: 

cos(rx) 


S) 


ex 

r 

W _ _ cos(ry) 
Sy r^ 

1 V 

cos (rz) 


C) 


r 

cz 


r- 



23 


9) 


0- 


1 1 
r 

0^ 

Ü' 

0y2 

1 

T 


3 cos'-^ (rx) — 1 


3 cos^(ry) — 1 


3 COS“ (rz) — 1 


0Z^ J.3 

. Durch Addition der drei Formeln 9) ergiebt sich: 

r, !1(t) ^’(l) 

0X2 


10 ) zl 


+ 


0. 


r } öx'-^ 0y2 07A 

Die Formel gilt für jeden Punkt (xyz) des Raumes, der 
von durch irgend welche (auch unendlich kleine) Entfer- 

nung getrennt ist, und infolge dieser Thatsache können wir eine 
weitere allgemeine Eigenschaft aller Potentiale aiigeben: 

Ib) Ein jedes Potential V (xyz) erfüllt die (soge- 
nannte Laplace’sche) Differentialgleichung: 

,,, ,,, 0H" 0n^ 0^v 

11) ^ V + gy2 + 0zä C) 

für jeden Punkt (xyz), der von den Punkten, Kurven, 
Flächen oder Räumen, als deren Potential V gegeben 
ist, durch irgend welche (auch unendlich kleine) Ent- 


fernung getrennt ist. 


Es sei: 


§ 3. 

12) Vj = 


das PunktjDoteritial irgend eines Punktes (?i%Cj); wir nennen P, ^ 
die Entfernungen der Punkte 


fangspunkte 0 des Koordi- 
natensysteiiis und yj den Win- 
kel, den die Richtungen 

O — -^(xyz) und 0 — -x (Sj%?j) 
mit einander einschliefsen, 

dann ist: 

13) ri = ':p2__ 2. 
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somit ; 


14) 


V, 


fj 


1 


p 

1 

11- 

- 2 1- cos 

9 1 

/j -h %r 

? 



1 J p2 

~ 


1 



cos n 


p3 


Aus diesen Formeln 14j ergiebt sich, wenn wir den Punkt 
(xyz) ins Unendliche wandern, cl ln wenn wir P iinendlicli 
wachsen lassen: 

f iim \^==0, 

15) * 

' 1 lim P\'j = fj. 

I P==co 


Ist U das Potential einer beliebigen Anzahl von Punkten 
-ö folgt analog: 


somit: 


16) 


2' -7 


/l-2^ 


COS^j 


‘ P = 


pv=yj 


|/l_2|cos;^j4-p- 


er 


7^ ,f ^ 


lim V = 0, 


1‘) 


limPr=2jfj. 

. P—oo 


Diese Formeln stellen eine weitere, allen Potentialen gemein- 
same -UArrnsU..:..:- e:: dar: 

le) Ist P die Entfernung des variabl en Punktes von 
einem iiii Endlichen gelegenen Punkte, so gelten für 
Jedes Potential V die Formeln:' 


18) 


lim V==0, 

P=oo 

lim PV= Jl 

P = co 


wo M eine endliche Konstante vorstellt» 



IL Abschnitt, 


Die eil der eiiizeliieii Poteiitialarteii 

iiii besoiidereiL 


1. Kapitel. 

Das Pnnktpotential und das KiirvenpotentiaL 

§ 1 . 

Für das Panktpotential interessiert uns aufser den all^Oinoinon 
Potential-Eigenschaften nur der unmittelbar einleuchtende Satz: 
Ila) Das Punktpotential eines Punktes (^37^): 

19) 

wird, wenn nicht s gleich null ist, mit allen seinen 
Ableitungen unendlich, falls sich der Punkt (xyz) dem 
Punkte unendlich nähert. 

§ 2 . 

Auch für das Kurvenpotential gilt der Satz: 

Uh) Das Kurvenpotential einer Kurve a: 





wird, abgesehen von ganz spcciellen Ausnahmefällen, 
mit allen seinen Ableitungen unendlicb, falls sich der 
Punkt (xyz) einem Punkte (S^C) der Kurve unendlich 
nähert. 

Wir wollen den Salz II b) zmiäclist an einem einfachen Beispiel 
erläutern: 

Die Kurve a sei eine Grade 0*1 '^vir untersuchen das Integral: 


2(5 


für einen Punkt (xvz) der Ebene der Zeichnung, wobei wir also 

die Funktion J auf der Graden 

5 £ ... \ ( 1 ^ cTo konstant gleich eins an- 

nehmen. 

'■'?? Fällt man von (xyz) auf 

! die Grade crj die Senkrechte 

Yi 2 . 17 . inid sei b die Länge dieser 

Senkrechten, so ist: 

r == ] b“F|-7a^)2 , 

sorn:[ : 

a (T., 

v_l' ‘■'L- 

= — [log j a — ö” -T- b“ — (a — rr |]£ 

— [log Igr — a 4- 1 b- 4- (a — a)'^ j].^- 
==-~-21ogb-T-log|a™r;i -7-\b' — a)- [, 



Lassen wir den variabeln Punkt (xyz) immer näher an die 
Grade 'CTjCTo heranrücken, so bleibt der zweite Summand im all- 
gemeinen endlich, sein Grenzwert ist: 


iog4(a — cTj) ( 0*2 — a); 


dagegen wächst der erste Summand unendlich. Es wird also im 
allgememeii V bei Annäherung des Punktes (xyz) an die Grade 
c/j iiiiendlicli wachsen, und gleiches gilt von den Ableitungen 
des Potentials V nach x, y, z. 


Ist — 'auf (j von einerlei Zeiclien und 



G 


/ 


das .Potential einer beliebigen Ranniknrve, so ist jedenfalls: 

abs. V ^ abs. Min. ( 2 ) ■ (4, 

G 



27 


wenn wir mit abs. Min. -S' den absolut kleinsten Wert 'von 2 ^ auf g be- 
zeiclineii. Sei nun irgend ein Punkt der Kurve und (xyz) ein 

Punkt der Normalebene der Kurve in (i'o%to)) dann können wir stets, wenn 
wir die Entfernung Yq: 

i'^oVo'Co) (xyz) 

unter einem gewissen Kloinlieitsgrade annebmen, erreichen, (“) dass 

1. Tq eine kleinste Entfernung des Punktes (x^^z) von der Kurve g 
vorstellt ; und dass 

2. dem nächsten Maximtim oder Minimum, welches die Entfernung r 
des Punktes (xyz) von Punkten der Kurve bat, ein Punkt der Kurve <7 
eiitspricbt, welcher von (lo%to) durch eine endliche Entfernung getrennt 
ist. Teilen wir daher die Kurve g in Teilstrecken Ui, auf denen cos (iw) 
positiv, und Teilstrecken auf denen cos (ru) negativ ist, so ist: 


abs. V abs. Min. (-T) -J -f- 


/ 


^j^sjro-) 


cIg ■ 


r 




abs. Min. (2') | -- log r -f- ^ k j log r 


^k2l 

^klj’’ 


wmnn e‘j2<Tj.2 positiven Eandpunkte, die negativen Piandpunkte 

der Kiirvenstücke cr^ ör|, verstellen*, und es ist {^oVo^o) zugleich ein positiver 
Randpunkt einer Strecke g^ als aucdi ein negativer Randpimkt einer Strecke 
(Tj,, ivährend die nächsten Eandpunkte in einer endlichen Entfernung von 
s* (lo^uCo) liegen. 

Es folgt also: 

abs. V y> abs. Min. (.5') j B — 2 logi-Q j, 

wo B eine endliche Konstante vorstellfc. Diesö Ungleichung zeigt, dass V 
bei Verkleinerung von r„ unendlich wächst, falls der absolut kleinste Wert 
von Z nicht null ist. Allgemein kann somit das Kurvenpoteiitial hei An- 
näherung des variabeln Punktes (xyz) an einen Punkt (Ij/c) der. Kiiiu'e 
nur endlich bleiben, wenn in null oder wmnn ein Randpunkt 

der Kurve oder Trennungspunkt ihrer stetig gekrümmten Teile ist; und 
auch dann bleibt V nur in vereinzelten Fällen endlich, worauf vvir hier 
nicht weiter eingchen wollen. 

Die Ausdehnung der vorstehenden Betrachtung auf beliebige Funk- 
^ tionen 2 bedarf keiner weiteren Erläuterung. 

So einfache Sätze, wie die Sätze Ila) und II b) gelten nun 
für das Flächenpotential und Raumpotential nicht, und um für 
diese die entsprechenden Untersuchungen durchzuführen, müssen 
wir in dem folgenden Kapitel einige Untersuchungen einschalten, 
die unsere Aufgabe wesentlich erleichtern werden. 


Der kein Randpunkt der Kurve sein möge, noch ein Trennungs- 
piinkt stetig gekrümmter Kurventeile. 


2. Kapitel. 

Das Flächeniiitegral 


i cos(i'r) 
V ^ 

' r- 




§ 1 . 

Wir denken uns ein Oberflächenstück w im Raume; dw sei 
ein Eiement desselben an der Stelle v seine positive 

Normale, x eine abtciiangs“ 
weise eindeutige und stetige 
Funktion der Stelle 
^aut der Fläche, (xyz) ein 
variabler Punkt im Raume 
und r die Entfernung und 
Richtung: 

d« (xyz); 
wir wollen die Funktion: 

21) W(xyz) = jV“'^ei)d«. 

0) 

in ihrer Abhängigkeit von der Lage des variabeln Punktes (xyz) 
im Raume näher untersuchen. Es ist zunächst, falls k auf «• 
konstant ist: 

22 ) W (xyz) = z \V(xyz), 
wo \V das einfachere Integral vorstellt: 

23 ) W(xyz) = j'‘^^Vld«. 

€0 

War zeichnen uns zur Untersuchung desselben ein Element 
d« der Fläche allein heraus und konstruieren den Kegel von 
fxjzj nach der Raiidkurve von d«. Wir beschreiben ferner um 
ixyzj als Genirüm eine Kugel mit dem Radius r und eine Kugel 
mit dem Radius 1. Aus diesen beiden Kugeln möge der soeben 




29 


konstruierte elementare Kegel re3j3ektive die Elemente dO und do 
aiisschneiden; dann bestehen die Relationen: 


j dO = dz dö) cos(r?^), 
24) dO 

[ do 1-’ 


wo in der ersten Formel das 
je nachdem cos(rr) positiv oder 
negativ ist. Es ist somit bei 
derselben Festsetzung: 

2o) do = zb — — l 

Man nennt do, also das 
Flächenelement, welches der 
von (xyz) an die Randkurve von 
dö) gehende elementare Kegel 
aus der um (xyz) als Gentrum 
mit deniRadius 1 beschriebenen 
Kugel ausschneidet, die schein- 
bare Gröfse des Elementes äco 


4- oder — Zeichen zu wählen ist. 

\T) 

\ 

\ 

\ 





Fig. 19. 


für den Punkt (xyz). 


Um das Integral W zu bilden, hat man nach 23) und 25) 
die scheinbaren Gröfsen aller Elemente äco, mit dem richtigen 
Vorzeichen versehen, zu addieren. Aus dieser Überlegung ergeben 
sich die beiden folgenden Sätze: 


lila) Ist CO die Grenzfläche eines beliebigen Raum- 
gebietes, als deren positive 
Seite nacliBelieben die äufsere 
oder innere Seite gelte, so ist: 


26) W(xyz); 


cos (ri^) 


r- 


dco = 0 



für jeden Punkt (xyz), der 
aufserhalb des von m ein- 
g.eschlossenen Raiimgebietes 

liegt, unter Einschluss des Falles, dass der Punkt (xyz) 
unendlich(ö) nahe an die Fläche co herantritt. 


530Jf 



lilDi L W 
? Ij i (: l G B , SO i S 1 1 

27 j Wixvzj 


e Grenzfläche eine 
"cosfrr) 


beliebigen Raum- 




dci) — =b 47r 
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'ilr jeden Punkt f'xyzj, der innerhalb des von « ein- 
geschl ossenen Raumgebietes liegt, 
unter Einschluss des Falles, dass 
der Punkt (xyz) unendlich nahe 
an die Fläche co herantritt. Das 
Vorzeichen ist -i- oder — , je nach- 
dem die innere oder äufsere Seite 
von o) als die positive Seite der 
FUlclie festgesetzt wird. 

Um zunächst den Satz Uta) zu beweisen, bei dem (xyz)' 
aiiiseriialb des von m eingeschlossenen Raumgebietes angenommen 
wird, denken wir uns um (xyzj als Centrum die Kugel mit dem 
Radius 1; do sei irgend ein Element derselben. Wir legen den 
elementaren Kegel von (xyz) an die Randkurve von do, dann wird 
dieser Kege! die Fläche cd entweder gar nicht oder 

in einer geraden Anzahl von Elementen 
dcö| dcög dö)2x 



scknekhr.:. und es wird do die scheinbare Gröfse jedes dieser 
Elemente für den Punkt (xyz) darstellen; bei Aufstellung der 
Formel 25) wird aber für 2 Elemente d£ö das positive, für 2 Elemente 
d« das negative Zeichen zu setzen sein, da die betreffenden cos(ri^) 
für 2 Elemente d« positiv, für 2 Elemente dm negativ sind. Der 
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Teil des Integrales W, der von den obigen 21 Elementen iier-»- 
rülirt, wird somit aus Summanden bestehen^ die sich paarweise 
fortliebeii, er wird also null sein. Bedenken wir, dass Gleiches 
für jeden beliebigen elementaren Kegel gilt, der von (xyz) an die- 
Randkurve irgend eines Elementes do der Kugel (1) gelegt wird^, 
so folgt, dass sich das ganze Integral W aus Summanden zu- 
sammensetzt, die sich paarweise fortheben, dass also W für jeden 
Punkt (xyz) null ist, der aufserhalb des von m umsclilosseiieii 
Raumgebietes liegt. 

In dem Satze Illb) wird der Punkt (xyz) innerhalb des von 
o) umschlossenen Raumgebietes angeiiornnien. In diesem Falle kon- 
struieren wir um (xyz) als Centrum eine Kugel mit dem Radius R,. 
der klein genug ist, dass die ganze Kugel 
(R) innerhalb w liegt. Es ist dann für das 
(in der Figur schraffierte) Gebiet, welches 
übrig bleibt, wenn man aus dem von oo 
umschlossenen Rauingebiet die Kugel (R) 
herausschneidet, der Punkt (xyz) ein 
äufserer Punkt, somit nach lila): 








cos (rj^) 


dcö == 0, 




Pig. 23. 

positive Seite der Fläche m + (R) ihre 


£Ö-1-(R) 

wobei wir zunächst als 
äufsere Seite wählen wollen, so dafs v die äufsere Normale von 
ft), die innere Normale der Kugelfläche (R) vorstellt. Es folgt 


aus dieser Gleichung: 


W (x, y, z) ; 




cos (iv) 


dft) 


7.f 


cos (rj/) 


dft). 


Nun ist für die Kugelfläche (R) jedes: 

r = R, 
cos (rv) == 1, 


somit: 


W (X, y, z) == ■ 


Dabei ist r die 
äufsere Seite von m 


1 

rtJ'*"- 

(B) 

äufsere Normale von o» 


4 : 71 . 


d. h. es wird die* 


als die positive Seite der Fläche voraus- 



Ira andeivn Falle erhält W das entgegengesetzte Vor- 
zeichen, Damit ist auch der Salz Ilib) j3ewieseii. 

Wir v;oilen jelzf; das D, Integral W untersuchen, 
in dem nicht als konstant "ei'a'iSjm-'z: wird. 


Es sei wieder o) ein beliohieos Oberflächenstück: wir denken 
uiiS um den variablen Punkt fxyz) als Cenirum die Kugel mit 
dero Piadiiis 1: wir legen von (xyz) an die Piandkurve irgend 
eines Elementes do dieser Kugel den elementaren Kegel, der die 
Uberfiäche o) in einer endlichen'^') Anzahl räumlich getrennter 
Elemente 

dö)j ..... dwi 

schneiden wird. Ihre Koordinaten seien 

(^I % Sl), (?o ^0 Co) (??. Tß 

ihre positiven Xorroalen: 



und ihre Entfernungen von (xyz): 


D d; 



dann ist, da do die scheinbare Gröfse jedes einzelnen dieser Eie- 

menle für den Punkt (xyz) ist, rait Hinsicht auf die a]]»emeine 
Relation 25) jedenfalls: 


28 ) abs 




cos (rj^'j) 


«j 


dfflj c abs. Max. (x) • do, j = ] , 2 . . . 2 


Infolge der vorausgesetzten abteilungsweisen Monotonitiit der Funk- 
tionen cos{/'x), cos (ry), cos (vz). 
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und somit ('): 

29) abs. 


r A 


1 


-< abs. Max. (x) • Ido, 


wenn abs. Max. (se) den absolut gröfsten Wert von % auf m vor- 
stellt. 

Bilden wir die Ungleichung 29) für alle von (xyz) ausge- 
henden elementaren Kegel, bezeichnen das gröfste X mit A, dann 
folgt aus 29)("): 


oder: 



cos (r?^) 


0 


dö) c abs. Max. 



30) abs. [W (xyz)] < ^nA abs. Max. (x). 


Wir erhalten das Resultat: 

IVa) Für den absoluten Wert des Flächenintegrales: 

W (xyz) dm 

60 

besteht die Ungleichung: 

31) abs. [W (xyz)] < A • abs. Max. (j«), 

wo A eine endliche Zahl, abs. Max. (x) den absolut 
gröfsten Wert von x auf m vorstellt. Dabei kann der 
Punkt (xyz) (unter Vermeidung der Fläche"^) co selbst) 
beliebig im Raume liegen und auch von der einen oder 
anderen Seite unendlich nahe an die Fläche « heran- 
treten. 

Zusatz zu IVa) Das Flächenintegral W ist (unter 
Vermeidung der Fläche co selbst) für jeden Punkt des 
Raumes, der auch von der einen oder anderen Seite 
unendlich nahe an die Fläche m herantreten kann, stets 
endlich. 

Es folgt dies aus 31), da wir » ja als auf der Fläche m 
abteiluiigsweise eindeutig und stetig voraussetzen. 


*) Wie man derartigen Flächenintegralen auch auf der Fläche selbst 
einen Sinn geben kann, s. S. 73. 

Korn, Potentialtlieorie. 3 
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Die Eiiideiitigkeit und Stetigkeit der Fiiiiktion W kann, da jedes 
cos (r)>^) , . 

r2 


für jeden Punkt (xyzf) eindeutig und stetig ist, der von « durcli 
irgend welche Entfernung getrennt ist, nur in Frage kommen, 
wenn der Punkt (xyz) von der einen oder anderen Seile unend- 
lich nahe an die Fläche o) herantritt. 

Es sei nun (?o^ü^o) Punkt der Fläche, der durch irgend 
vrelche Entfernungen toii der Piandkurve der Fläche und den Treu- 


iiiine'^knj'ven von Flacbenteilen, auf denen eindeutig und stetig ist, gc- 







trennt sei, >o sei die posi- 
tive Normale, Xq der Wert 

von X in (^oVo^o)- Wir 
konstruieren um (?o%Su) 
als Gentrum eine Kugel mit 
einem Radius R, der klein 
genug ist, so dass (für alle 
Kugeln mit Radien < R) 
die Schnittkurve g mit der 


Fläche w eine geschlossene 
Kurve ist. Die Kurve g teilt.« in zwei Teile, einen äufseren «i, 
der (lo%bo) nicht enthält, und einen inneren «2, der den Punkt 
Uo?oi>o) enthält. Das auf der positiven Seite von « liegende 
Stück der Kugelfläclie bezeichnen wir mit Es ist identisch: 


32j 


r cos (rr) 


cos,(ri^) 


W(.xyz)^jx^g^d«^jx^(j 


d« ■ 


cos(r>^) ' 




j (5« - =«o) 


cos (ri^) 
r^ 




dto + 

W;> 


cos( 
ö 

J i 


r-^ 

(rj/) 


d«; 


wir haben bei dieser Schreibweise nur Gröfsen addiert und zu 
gleicher Zeit subtrahiert, also an dem Werte von W nichts ge- 
ändert,^ und wir wollen noch als die positiven v von . 5 ' ihre in- 
nm'en Normalen festsetzen. Man kann nun :^h-« 2 als die Ober- 
lläche eines (in der Figur schraffierten) Raumgebi”etes auffassen, 
iiir welches jeder Punkt (X4.y+z+), der auf der positiven Seite der 
Flaclie « einen Abstand <R von (Jo^Q hat, ein innerer Punkt 



ist, während für dasselbe jeder Punkt (x_y_z_) auf der nega- 
tiven Seite von m ein änfserer Punkt ist. 

Wir können nun auf das vierte Integral rechts in 32) die 
Sätze lila) Illb) in Anwendung bringen, dann folgt für einen 
Punkt (x 4 .y-uZ 4 -): 

cos (rr) 

J.2 


N 11- I COS (rr) 
3oa) W _!. = I z — •:;2~ cl^«^ ■ 


-jdo 


äo) 


+ 

£öo 




o) 


COS (r^) 


r- 


d« -f- 47 ¥qZ, 


für einen Punkt (x-_y_z_): 

33 b) W_ _ f » “IP d» - J«. d» + j (»-..) 

«1 2? £Öo 


COS (rr) ^ ^ ^ cos (yp) 




d«, 


und diese beiden Formeln gelten, auch wenn man den Punkt 
(x^_y+z.|-) und den Punkt (x_y_z_) dem Punkte (?o^o^o) unend- 
lich nähert. Es wird dann: 

jx__ y_ z_ 


34) W_--W+ = -47i:z^+lim 


f , . cos (yv) 

y>‘- >^ 0 ) — ^ dft) 


•+ y+ *+ 


denn die beiden ersten Integrale in 33 a) und 33 b) sind in 
stetig, weil dieser Punkt von den Flächen Wj und JS" durch irgend 
welche Entfernungen getrennt ist. Es ist nun nach Satz IVa): 


35) abs. 




X — Xo) 


cos(rr) 


dö) 


; A abs. Max. (z — z^), 


wo A eine endliche Zahl, abs. Max. (z— z^) den absolut gröfsten 
Wert von (z — zq) auf 0)2 vorstellt. Lassen wir daher die Kugel 
-5* und damit auch die Kurve g den Punkt (?o7o^o) immer näher 
umschliefsen, so können wir hiernach, da z in stetig ist, 

das zweite Glied rechts in 34) unter jeden beliebig kleinen Wert 
herab drücken, und wir erhalten im Grenzfalle: 

36) W^--W+--47rz,; 

es war dabei für unseren Beweis völlig gleichgültig, in welcher 
Weise wir die Punkte (x+y-j-Z-j.) resp. (x-_y_z_) dem Punkte (?o^ö^o) 
unendlich genähert haben. Wir können unser Piesultat folgender- 
niafsen aussprechen : 
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I\'b) Das Integral: 

W (xyz) = dw 

(ü 

ist, bei Vermeidung der Fläche w selbst, für jeden 
Punkt (xyz) des Raumes eindeutig und stetig, der auch 
%-on der einen oder anderen Seite unendlich nahe an 
die Fläche « herantreten kann. Bei dem Durchgänge 
durch die Fläche wird dagegen W einen Sprung erlei- 
den, und zwar gilt, wenn man mit W4. und W'_ die Werte 
bezeichnet, welche W bei unendlicher Annäherung de.s 
Punktes (xyz) an einen Punkt {tul) der Fläche von der 
positiven resp. negativen Seite annimmt, die Relation: 

37) W_-W+ = -47rx. 

Der Satz wird im allgemeinen eine Ausnahme er- 
leiden, wenn man den Punkt (xyz) gerade einem Punkte 
der Randkurve der Fläche oder einer Trennung&kurvo 
von Flächenteilen, auf denen x eindeutig und stetig ist, 

unendlich nähert. 

Über die ersten und zweiten Ableitungen von W s. S. 4S u. 51 


3. Kapitel. 

Das FläcKenpotential und seine Ableitungen. 

§ 1 - 

Wir untersuchen jetzt das Flächenpotential, also das Flächen- 
integral: 

38) V(x, y, z)=J^, 

m 

wobei d« ein Element einer gegebenen Fläche w, H eine 

abteilunpweise eindeutige und stetige Funktion der Stelle (|^f) auf 
der Fläche und r die Entfernung des variablen Punktes (xyz) 
von dft) vorstellt. 

Es ist zunächst: 

39) abs. V abs. Max. (H) ■ V, 



wo: 



00 


und abs. Max.(lf) der absolut gröfste Wert ist, den ü überhaupt 
auf m hat. Das einfachere Potential V formen wir um, indem 
wir von der folgenden Identität ausgehen: 


41) 


T ^ ~ cos (rx))| 

+ 4 [-^ (fs cos (ry) cos (rz)) - (fä cos (rx) — fj cos (ry))| 

(fl cos (rz) - fg cos (rx)) - ~ (fg cos (ry) cos (rz))| 

- [ fl cos (rx) + fg cos (ry) + fg cos (rz) } {|| + + 1|} 

{fl cos (rx) + fä cos (ry) + fg cos (rz) 


eine Identität, die für drei beliebige (differenzierbare) Funktionen 
fl fg fg von tj, t gilt, wenn dieselben nur die Gleichung: 


42 ) fi 2 + 43 + 132 = 1 


identisch erfüllen. Wir wählen für 4 fj fg die drei ganz bestimmten 
Funktionen von y, t- 

! fi = cos(>'x), 

f 2 = cos(vy), 
f3 = cos(i/z), 


welche ja der Bedingung 42) identisch genügen, und setzen zur 
Abkürzung: 


44) 


f _öfi 


f22 — 


dfj 


^33 ' 




Wenn wir den auf diese Weise umgestalteten Wert von — 
in 40) einsetzen, so folgt: 
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45) 


V = U cos (^x) ( ;r- (cos(rx) cos(j^y) -- cos (px) cos (ry)) 

“ c 1 

- (cos (rz) cos (px) — cos(rx) cos 


-T-cosfn’)| (cos(ry) cos(vz) — cos(2^y) cos(rz)) 
i. 0» 

— ^ (cos (rx) cos ('^y) — cos (ry) cos (i^x))| 

cos (pz) I ^ (cos (rz) cos (px) — cos (vz) cos (rx)) 

— ^ (cos(ry) cos (pz) — cos (rz) cos (ry))| 

— cos (tp) (ij 1 -f- £22 + £33) 
cos^fr^) 


d«. 


Wir können die ersten drei Zeilen rechts mit Hilfe des 
Slokessclien Theorems uniformen, indem wir in der Formel des- 
selben (s. S, 12): 

ri'/öW 0V\ ^ . /aü 0W\ , , fdV 0U\ , 1 , 

J l\'57 “ er) f“' + ( K “ mV ( « -ein <”) j <i» 

« r 

= I Jü cos(ffx) + Vcos (oj'j H-W cos(ö'z)| dflf 

(j 

für den AuxenbÜck : 

ü = cos(ry) cos(j^z) — cos(rz) cos(?^y), 

V = cos(rz) cos(>^x) — cos(rx) cos(?^z), 

W = cos (rx) cos (vj) — cos (ry) cos (j^x) 

setzen. 

Es erhält dann die Formel 45) die folgende Gestalt; 

V = ([cos (ox) { cos (ry) cos(vz) — cos(rz) cos (vy) | 

ti' 

c 

■+ cos ((Ty) I cos(rzj cos (j^x) — cos (rx) cos (vz) | 

4- cos {(jz) { cos(rx) cos (vy) — cos (ry) cos (vx) | ] dtr 

— ([r^ (fji + f2ä4- fsa) + r cos (rv)] — — — ^ dco, 


46 ) 



wo nunmehr das erste Integral über alle Elemente dij der Piand- 
kurve er von m zu erstrecken ist. 

Wir^ können aus der Formel 46) einige wichtige Schlüsse 
ziehen. Der Ausdruck unter dem Kurvenintegral ist der Kosinus 
eines gewissen Winkels und ist als solcher seinem absoluten 
Werte nach kleiner oder gleich eins. Es ist daher das Kurven- 
integral seinem absoluten Werte nach: 

wenn er die Länge der Randkiirve vorstellt. Es ist ferner das 
Flächenintegral nach dem Satze IV a) seinem absoluten Werte nach 

5 A • abs. Max. [r- (fn + f 22 + fsa) + r cos (ri^)], 
wo A eine endliche Zahl vorstellt. Es folgt somit: 

4^) \ <;; er -f- • abs. Max. f 22 “l“ fss) + r co3(r?^)|, 

und nach 39): 

48) abs. V < abs. Max. (i?) [ er + A • abs. Max. [r^ (f^i -H f 22 + fss) 

rcos(ri^)] 

Es folgt hieraus, dass V auch endlich bleibt, wenn der Punkt 
(xyz) unendlich nahe an die Oberfläche w von der einen oder 
anderen Seite herantritt. 

Die Eindeutigkeit und Stetigkeit der Funktion V kann gleich- 
falls nach la) nur in Frage kommen, wenn der Punkt (xyz) von 
der einen oder anderen Seite unendlich nahe an die Fläche e» 
herantritt. 

Es sei nun Punkt der Fläche; wir teilen durch 

eine Kurve g die Fläche w in zwei Teile und « 2 , von denen 
der zweite (?o^o?o) enthält, während der erste durch irgend welche 
Entfernungen von getrennt sei; die von den beiden Teilen 

der Fläche herrührenden Potentiale seien und Vg. Lassen 
wir den variabeln Punkt (xyz) unendlich nahe von der einen 
oder anderen Seite an den Punkt herantreten, so ist 

zunächst nach la) in diesem Punkte eindeutig und stetig, 
während Vg wegen der nach 48) geltenden Ungleichung: 

abs. Vg ^ abs. Max. (H) [ ^ ~h A • a bs. Max. [r- (fi^ -f- f 22 4- fgs) -h r cos (r-j^)] | 

durch Verkleinerung von g unter jeden beliebig kleinen Wert 
lierabgedrückt werden kann. 
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Es folgt daraus, dass ? bei unendlicher Amiäherang des 
Piiiikies (xyz) an den Punkt (lo'%so) der einen oder anderen 
Seite stetig bieibt, und dass auch die Randwerte von V zu beiden 
Selten der Fläche gleich sind. 

Ya) Das Flächenpotential: 


r 
m 

ist für jeden Punkt (xyz) des Raumes, der auch von der 
einen oder anderen Seite unendlich nahe an die Fläche 
öPD lierantreten kann, stets endlich. Es kann nirgends, 
auch nicht bei dem Durchgänge durch die Fläche w, 
einen Sprung erleiden.'*^'"^'} 



ö — 

Wir betrachten nun die ersten Ableitungen des Flächen- 

poieiitials: 

^ f cos(rx). 


49) 


cV 

cx 


dV 

IX- 

0z 


= - H 
eJ 


(’ cos(ry) 


r^ 


d«, 


CO 




r-^ 


O YT 

und zwar beschäftigen wir uns zunächst nur mit die Unter™ 

0X 

- ... -.ar.grn für ^ und sind völlig analog. 

Wir setzen die ersten Ableitungen von E als auf « überall 
endlich voraus und bedienen uns zur Umformung des Integrales 

0 Y 
cx 


der Identität: 


U Ähnlidi, wie früher (S. 36), müssen wir zunächst den Fall, dass 
(xyz) ein Punkt auf der Fläche w selbst ist, ausscliliefsen , da wir den- 
selben noch nicht untersucht haben. Wir verweisen in bezug auf diesen 
Fall auf die Untersuchungen S. 73. 

-‘"0 Wir brauchen für den Beweis dieses Satzes über M lediglich 
voraiissetzen, dass es auf w endlich ist. 
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50) 


H COS (rx) 





8 / H«! 

— Ij 

(8, 

\ r ; 

24 r jj 

4- f2 

fö 

(null) - 

-hm 

+ fg 

{|( 


-h, <””">) 

1 

_l 

r 

\dH 

W 


1 1 4- f22 + fss) 



dH. 

dH^ \)(8) 

-fl 

(af' 




• ^ { fl cos (rx) + fg cos (ry) + fs cos (rz) [, 


einer Relation, die stets identisch besteht für drei beliebige 
Funktionen f i f 2 fs von falls dieselben die Bedingung: 

51) f,2 + f2^- + f32 = l 

identisch erfüllen. Unter f^ f 22 fss verstehen wir dabei wieder die 

Ableitungen Wie früher setzen wir: 

eg 

fl = cos (j^x), 
f2==cos(i^y), 
fg = COS (vz) 

und formen nach dieser Substitution mit Hilfe der Identität 50) 
die erste Gleichung 49) um, dann folgt: 



53) 


0x ' 




u> 


cos (vx) 
(vz) J, 


4“ cos 


+ cos 


H cos (pj) \ d [ H cos (vz) 


(null) - gg 

f?C0S(vz)\ d 
r / df] 


d fHcos{vj) 


(null)} 


+ y {-^-iycos()^x) (f.i + i,, + fss) 


dH 


dH 


dH 


- cos ()^x) cos (J'X) + g- cos {v'j) + ^ 
cos(r>')'’ 

-i?cos(vx) — - 2 — 


COS 




e) 


dw. 



wir können die ersten drei Zeilen rechts mit Hilfe des 
Stokesschen Theorems uniformen, indem wir in der Formel des- 


selben (S, 12): 



ff/cW cY' 

\ b w 1 cosir: 

. /cU 0W, ^ , /dV 0U\ , J 

cos (ry) + (0^-8^) cos (.z) | 

dw 

m 




= ^ 1 U co3(ffx) + V cosfffy) + W cos(ffz) j 

!dff 


iur den AnrvnlTck: 


r = o, 

Y = 


if cos(rz) 


W 


. _ , /i COS (py) 


cV 

i'K 


setzen. 

Es erhält dann die Formel 53) die Gestalt: 
. ~ cos (Vz) cos (gy)_ 


54) '! 


off 0// , . 

I ;; j‘'.'n~‘22~S3)'^['^COS(J'X) + '^COS(l'y)4--gijCOS(vZ) 


— I ff cos |>X) cIm, 


wo nunmehr das erste Integral rechts über alle Elemente der 
Banclkurve a zu erstrecken ist, mul, falls h, cos{>'x), eos(^.y), cos(.'z) 
anf w nur abteilungsweise eindeutig und stetig sind, auch über die beiden 
beiten derjenigen Kurven, welche die Fläche «i in Teile zerlegen, auf denen 
H, C0ä(_rxj, cos(»'y), cosli'z) eindeutig und stetig sind. 

"Wir können aus der Formel 54) einige wichtige Schlüsse 
ziehen. Das Kurvenintegral ist endlich, solange wir uns in end- 
licher Entfernung von der Kurve (den Kurven) ff halten; das zweite 
Integral ist ein Flächenpotential und als solches nach Va) stets 
endlich, das dritte Integral ist seinem absoluten Werte nach 

< A • abs. Max. (ff cos (j^x)) < A • abs. Max. (ff), 
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wo A eine endliche Zahl vorstellt (IVa). Es folgt somit aus 54) 
0V 

die Endlichkeit von für jeden beliebigen Punkt des Raumes, 

der auch von der einen oder anderen Seite iinencliicli nahe an m 
lierantreten kann ,■•'■) falls wir uns nur in endlicher Entferiiimg 
von der Kurve (den Kurven) CT halten. 

öV 

Die Eindeutigkeit und Stetigkeit der Funktion kann nach 

ox 

la) nur in Frage kommen, wenn der Punkt (xyz) von der einen 
oder anderen Seite unendlich nahe an die Fläche « herantritt. 

Es sei nun (?o%?o) Punkt der Fläche, der nicht gerade 

auf der Kurve (auf einer der Kurven) <j liegt, seine positive 

10V! öV 

Normale, der Wert von , wenn man (xyz) von der positi- 

I OX !-j_ 0 X 


i 0 X 


ven Seite an (?o7oQ unendlich nahe herantreten lässt, und ! 

0V 

der Wert von wenn (xyz) von der negativen Seite an (§o^oQ 
unendlich nahe herantritt, dann folgt aus 54): 


55) 




gv 

0x 

— 

ox 


:47iür(?o^o^o) cos(3/ox), 


denn das erste Integral rechts in 54) ist in (?oVoS'o) stetig, das 
zweite Integral ein Flächenpotential, das dritte ein Fläclienintegral 
von der Art: 

cos (r^) 




dw, 


es folgt somit die Formel 55) durch Anwendung der Sätze Va) 
und IVb), und es ist dabei gleichgültig, in welcher Weise wir 
den Punkt (xyz) dem Punkte (?o?/o^o) der positiven resp. 
negativen Seite unendlich nähern. Wir erhalten den Satz: 

Vb) Die ersten Ableitungen des Flächenpotentials: 

CO 

nach X, y, z sind für jeden Punkt (xyz) des Raumes, der 
auch von der einen oder anderen Seite unendlich nahe 


*) Vgl. Anm. 1, S. 40. 
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die Fläche m herantreteii kann, stets endlich, falls 
.H auf öj a bteilimgs weise eindeutig und stetig und mit 
seinen ersten Ableitungen überall endlich ist Sie 
sind, bei Vermeidung der Fläche m selbst, für jeden 
Punkt (xyz) des Raumes eindeutig und stetig, der auch 
TOD der einen oder anderen Seite unendlich nahe an 

die Fläche m herantreten kann. Bei dem Durchgänge 

0V 

durch die Fläche werden dagegen die Funktionen — , 

'T V ? 

Sprünge erleiden, und zwar gelten, wenn man 

rj' 02 

mit: 

■!l: 1^* 

0x 4-’ ! cy I 0z 14- 

resp. 

cV ■ ■ 0V : I 0V I 

0X ; 0y I 0Z }_ 

die Werte bezeichnet, welche 

0x' 0y’ 0z 

aiiiiehmen, wenn man (xyz) einem Punkte der 

Fläche m von der positiven resp. negativen Seite un- 
endlich nähert, die Pielationen: 


56 ) 


0V ' 

: cV! 

0x 

' 0x Li-' 

0Vi 

: SV; 

^y ™ ' 

0y 4- 

0V ; 1 

0v; 

0z 1 

0z i-i.' 


: 47ri/ cos(i'x), 


= 47rifcos {vz). 


I W! 

i 0V I 


i 0Vi 

— I =47rjff,n 


Der Satz wird im allgemeinen, sowohl in bezug auf 

die Endlichkeit der Funktionen als auch in 

ox oy 0z 

bezug auf die Gültigkeit der Formeln 56) eine Aus- 
nalinie erleiden, wenn man den Punkt (xyz) gerade 
einem Punkte der Randkurve von m oder derjenigen 


dy 


0V 

0X 


COS (i'x) 


g-cos(.'y) + -g-cos{vz). 


*) Da: 
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Kurven unendlich nähert, weiche w in Teile zerlegen, auf 
denen die Funkt! oiieii cos(rs), cosh'y), cos(j'z) eindeutig und 
stetig sind.p) 


Um die zweiten Ableitungen des Flächenpotentials, ausgehend von 
der Formel 54), zu untersuchen, müssen wir uns zunächst mit den Ab- 
leitungen des Flächenintegrales: 

'txT/ ^ r cos(rr) 

W (xyz) = \ dffi 


beschäftigen. 

Wir untersuchen somit jetzt die Funktionen: 

f c\Y f cos (j^x) — 3 cos (rx) cos (rv) 


0 W C cos (vy) — 3 cos (ry) cos (r^) 


57) 0y 


0W ___ C cos {pz) — 3 cos(rz) cos (rj^) 
0z r^ 


0W , ... 0W 0W 

Wir untersuchen nur die Betrachtungen für 

sind vollkommen analog. 

Wir setzen die ersten Ableitungen von als überall endlich 

0W 

voraus und bedienen uns zur ümformung des Integrales 
der Identität: 

^ cos (vx) — 3 cos (rx) cos (r?h 

* ^3 


fö 

[X cos(ry)| 

® f 

[0, 

1 ) 

0b \ 

r 0 

(null) 

0 /: 

i 


iL( 

' X cos (rz)\ 

-1. 


- cos (?^x) — 

dK cos(rj^) 
"^9f 


d% , . 03f . . ox . . 

^ cos(rx) + cos(ry) + ^ cos(rz) 



Nach Einsetzung dieses Ausdruckes in dem Integrale 


0W 

0X 


benutzen wir weiter zur Umformung des Integrales der drei ersten 
Zeilen rechts in 5S) die Formel des Stokessciieii Theorems (S. 12): 


fnZW /cü &W\ , , /0V dU 

1 1 1 ;• cos (i^xj -i- ( ) cos (iw) + 


cn 






^)cos(r'z)| dm 


= 1 {ü co3(o-x) 4- V cos(o-y) + W cos((rz)j dff, 


indem wir in derselben für den Augenblick: 


ü = 0, 


cos (rz) 


r- 

setzen. Es folgt somit: 

c W cos (ry) cos (rrz) — cos (rz ) cos (uy) 


59j 


cx 






der 


I . m o;« cos (rx) cos (ry) ö>c cos (rz)*) , 

- \ cos (rx) - x-i; \ döö 

^ ^ ^ 0^ r" dfj r- ! 


Oi, 


CcK cos(r^d T 


J 8? r 


w'o nunmehr das erste Integral über alle Elemente der, Rand- 
kurve o* zu erstrecken ist, und, falls auf w nur abteilungsweiso stetig* 
ist, auch über die beiden Seiten derjenigen Kurven, welche w in Teile zer- 
legen, auf denen z eindeutig und stetig ist.(®) 

Wir können aus der Formel 59) einige' wichtige Schlüsse 
ziehen. Das Kurvenintegral ist endlich, wenn wir uns in end- 
licher Entfernung von der Kurve (den Kurven) erhalten; das zweite 
liitegral setzt sich additiv aus den ersten Ableitungen von Flächen- 
V vier, zusammen und ist somit nach Vb) überall endlich, 
falls wir auch die zweiten Ableitungen von x als überall endlich 
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Toraiissetzen; das dritte Integral ist seinem absoluten Werte 
nach 


^ * a]}s. ^'lax. 




wo A eine eiidüche Zahl vorstelit (IV a). Es folgt somit aus 

0W 

59) die Endlichkeit von — — für ieden beliebigen Punkt des Piau- 

^iiies, der auch von der einen oder anderen Seite unendlich nahe 
an w herantreten kann/") falls wir uns nur in endlicher Entfer-- 
nung von der Kurve (den Kurven o* halten. 

0W 

Die Emdeutickoit und Stetigkeit der Funktion -r — kann nach 

■ 0X 

la) nur in Frage kommen, wenn der Punkt (xyz) von der einen 
oder anderen Seite unendlich nahe an die Fläche oo herantritt. 

Es sei nun (^o^oso) ein Punkt der Fläche, der nicht gerade 
auf der Kurve (auf einer der Kurven) er liegt, seine positive 


Normale, 


60) 


i0W 

und 

|ew 

0X 


j ox 


r w . 

resp. che Werte von wenn man 

(xyz) von der positiven oder negativen Seite unendlich nahe an 
(^o^o^^o) herantreten lässt, dann folgt aus 59): 

i0? 

I 

1 0S 


|0W| 

to 

i^L 

- i ox j. 


I ' 


+ ;/ cos(i-uy) 


i on Io 


cos (y^x) 


cos (VqZ) 


( 10 ) 


wo wir durch den Index null andeuten, dass die betreffenden 
Funktionen an der Stelle (?ü^o^o) nehmen sind. Denn das 
erste Integral rechts in 59) ist in (Jo^o^o) stetig, für das zweite 
Integral ist nach Vb): 

•"I0X 


j Wert 1 - — I Wert 1+ = 4n; cos (i^o^) 


dS !i 


cos (j^qX) 


+ 


^1 
0?y jo 


cos(j/oy) ■ 


I 0J€ 


COS (j^qZ) 


( 10 ) 


=0 Vgl. Anm. 1, S. 40. , 

Zu denen wir jetzt nach Vb) auch die Trennuiigskurveii von Flächen- 


teilen zu rechnen haben, auf denen cos(j'x), coö(^y)5 cos(i'z), 

eindeutig und stetig sind. 


0z 0z 0z 
01’ 0“^’ 0/ 



für das drifte nach IV bj: 

Wert'_ ' Wert,',:. = — 4:n ~| . 

Wir erhalten somit das Resultat: 

IVc)'^'} Die ersten Ableitungen des Flächenintegrales 

J r- 

w 

nach X, y, z sind für jeden Punkt (xyz) des Raumes, 
der auch von der einen oder anderen Seite unendlich 
nahe an die Fläche oa herantreten kann, stets endlich, 
falls X auf ft) mit seinen ersten Ableitungen abteilungs- 
weise eindeutig und stetig und mit seinen zweiten Ab- 
leitungen überall endlich ist. 

Sie sind, bei Vermeidung der Fläche oa selbst, für 
jeden Punkt (xyz) des Raumes eindeutig und stetig, 
der auch von der einen oder anderen Seite unendlich 
nahe an die Oberfläche herantreten kann. Bei dem 
Durchgänge durch die Fläche werden dagegen die 
gW sW 0W 

Funktionen — , — , Sprünge erleiden, und zwar 

gelten, wenn man mit: 


|0W 



0W 

i 0X 

5 

oj 1+’ 

0z 



0W 

0W 

j 0X 

? j 

8y 1- 

0z 


die Werte bezeichnet, welche 

0W ^ 
ex ’ 0y ’ 0z 

annehmen, wenn man (xyz) einem Punkte der 

Fläche fts von der positiven resp. negativen Seite un- 
endlich nähert, die Relationen: 


, hezeichnen den Satz, da er die Fortsetzung von IV a) und IV b) 

bildet, als den Satz IV c). ' 
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61) 


j aw 

! 8x 


8W 

0Y 


ew 

0Z 


_^j _ 

dv _ 



0W 


0x 


0W 

1 

1 Sy 


0W! 

— 

0Z 


_ 4 TT 11^ _ cos (vx) cos ( j/x) 


dx , .. . dx , _Jl (“) 


-47r 


+ ^ COS(|/J^ + -g- cos (w)j [,' 
~ cos(s/x) 


{|5_cosM 

?? 

drt 


4- ~ cos(j'y) -{- g cos(»/z) j 


= — 47rl^ — cos(: 


iar 


0JW ! 
"dv L 


dx 

dri 


vz) ||- C03(vx) 


>]!■ 


cos(vy)- 


•|^cos(vz) |, 


Der Satz wird im aligemeinerij sowohl in bezug auf 

0W 0W 0W 

die Endlichkeit der Funktionen , als auch 

0x 0y 0z’ 

in bezug auf die Gültigkeit der Formeln 61) eine Aus- 
nahme erleiden, wenn man den Punkt (xyz) gerade 
einem Punkte der Randkurve von m oder derjenigen Kurven 
unendlich nähert, welche a> in Teile zerlegen, auf denen 
die Funktionen j« mit ihren ersten Ableitungen und cos(^x), 
cos(j'y), cos(j'z) eindeutig und stetig sind.(®) 


§4. 

Aus den Sätzen V b) und IV c) ergiebt sich nunmehr unter Benutzung 
der Formel 54) das folgende Eesultat für die zweiten Ableitungen des 
Fläciienpotentials : 


V = 


Üfdw 


V c) Die zweiten Ableitungen des Fläciienpotentials: 



ft) 


nach X, y, z sind für jeden Punkt (xyz) des Eaumes, der auch 
von der einen oder anderen Seite unendlich nahe an die Fläche 
ft) lierantreten kann, stets endlich, falls B mit seinen ersten • 
Ableitungen auf m abteilungsweise . eindeutig und stetig und 
mit seinen zweiten Ableitungen überall endlich ist. Sie sind 
Korn, Potentiaitiieorie. 4 
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bei Vermeidung der Fläche w selbst, für jeden Punkt (xyz) des 
Baumes eindeutig und stetig, der auch von der einen oder an- 
deren Seite unendlich nahe an die Fläche w herantreten kann. 
Bei dem Durchgänge durch die Fläche werden dagegen die 
Funktionen 



cW 


aw aw 02y 



cx- 

0y-’ dz* 

’ cycz’ dzdx d^cy 


Sprün 

ge erleiden, und zwar 

gelten, wenn man 

m i t : 


1 cW ' 6W ■ 

' cW 1 

; aw i aw 



CX“ 4 -' ; fv“ 

-r' : CZ- w 

’ 1 cydz I dzdx +' 

! Sxdy 4 

resp. 

cW . :cW 

■ cW i 

: aw j aw 

1 1' Y_ 


’ cx- ’ , cy- ■; 

CZ“ 

’ ^ dydz — j azdx — ' 

9x9y - 


dit' Werte derselben bezeichnet, wenn man (xyz) einem Punkte 
der Fläche a) von der positiven oder negativen Seite un- 
endlich nähert, die Belationen:(”) 


:^= 4 rrfl jX (^cos (>’s)) — cos- (.'x) (cos (i-x)) + — (cosC^y)) 

-i- (cos(>'z)jj j + Sri cos(j'x) 4^, 



^ |X (ccs(i-y)) — cos-’(t'y) (cos (vx)) + X (cos(»'y)) 

-f- ^ (cos I + 8:i cos (>'y) 

^ 4rrir (cos(<-z)) — cos^Crz) (cos(i'x)) + ■- (cos(»'y)) 
X (cos{i’z))]| 4- 8 ;t cosC^z) 


~ ifh L ® ~ ) 

+ (cos (i-y) ) + g| (cos (cz)) j j + I cos (i'y) 4- cos (j'z) |^| , 

~ L (4 (“°® ^''^0 ~ ) 

^ (®°® (''2))] 1+431 |cos (i/z) H 4- cos (j'x) 1^1 , 

“ ^ ’lr^ ^ |^(‘^°®(''y0 ~ cos(>'x) cos (yy) (cos (»-x) ) 

X ^ d*"® ) X ^ (cos (vz)) j 1+ 431 |cos (rx) |^+ cos (»7) 
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Der Satz wird im a-Iigemeinen, sowohl in bezug auf die 
Endlichkeit jener Funk tionen als auch in bezug auf die G-ültig“ 
keit der letzten Formeln eine Ausnahme erleiden, wenn ma,n 
den Punkt (xvz) gerade einem Punkte derßandkurve oder der- 
jenigen Kurven unendlich nähert, welche w in Teile zerlegen, 
auf denen die Funktionen //, cos(>^x), cos(i^y}, cos(rz) und ihre 
ersten Ableitungen^^-) eindeutig und stetig sind. f) 


§ 5. 

In gleicher Weise folgt aus der Formel 59) mit Hilfe der Sätze IV c) 
und Vc) das folgende Resultat für die zweiten Ableitungen des Flächen- 
integrales: 

(O 

IV d) Die zweiten Ableitungen des Flächenintegrales: 

w =Jz d(u 

(X) 

nach X, y, z sind für jeden Punkt (xyz) des Raumes, der auch 
von der einen oder anderen Seite unendlich nahe an die Fläche 
w herantreten kann, stets endlich, falls 5« mit seinen ersten 
und zweiten Ableitungen auf co abteilungsweise eindeutig und 
stetig und mit seinen dritten Ableitungen überall endlich ist. 
Sie sind, bei Vermeidung der Fläche w selbst, für jeden Punkt 
(xyz) des Raumes eindeutig und stetig, der auch von der einen 
oder anderen Seite unendlich nahe an die Oberfläche heran- 
treten kann. Bei dem Durchgänge durch die Fläche werden 
dagegen die Funktionen 


anv 0^ dw dm dm 

ax^ ’ 0y2’ 0^2’ 0y0z’ azax’ axay 
Sprünge erleiden, und zwar gelten, wenn man mit 


resp. 


anv 


anv 


a‘'w 


a^w 


dm 


dm 


ax- 

-1- 

ay" 

+ 

ez'^ 

5 

+ 

dydz 

5 

4- 

dzdx 

7 

+ 

dxdy 

+ 

02W 

1 

la^w 


dm 


e^w 


dm 


1 a^w 1 



i 

i 

5 

dz'^ 


dydz 

7 

dzdx 

7 

axdy : 

— 


'•■) Für die Sätze Vc) und IVd) nehmen wir stillschweigend die Vor- 
aussetzung hinzu, dass die ersten Ableitungen von cos (^x), cos (j^y), cos (vz) 
auf CO abteilungsweise eindeutig und stetig, die zweiten Ableitungen end- 
lich sind. 

4 ^ 
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die Werte derselben bezeichnet, wenn man (xyz) einem Punkte 
der Fläche w von der positiven oder negativen Seite iin- 
endlich nähert, die Relatioiien:(^-) 



Ö-W I , f 

‘ ==A71< cos 

C7X- i+ [ 


(.■x)[ 


c fax 


+ 




dr]\dt] 


COS (^'x) 




3 /d'yC . Y 

” 1 ^ COS (*-'X) 

yj 



I ^ 

I CJ0Z ; cydz :-f- 


47t| cos 



/C'X 

Vei 


cos(t^y) 


d (dy. . Y' 


+ |(|eosey))]- 



Der Satz wird im allgemeinen sowohl in bezug auf die 
Endlichkeit jener Funktionen als auch in bezug auf die Gültig- 
keit der letzten Formeln eine Ausnahme erleiden, wenn man 
den Punkt (xyz) gerade einem Punkte der Randkurve oder der- 
jenigen Kurven unendlich nähert, welche tu in Teile zerlegen, 
auf denen die Funktionen 


X, ihre ersten und zweiten Ableitungen, 
cos(vx), cos(ry), cos(rz) und ihre ersten Ableitungen*) ein 
deiitlg und stetig sind.('^) 


4. Kapitel. 

Das Raumpotential und seine Ableitungen. 

§ 1 - 

Wir untersuchen jetzt das Raumpotential, also das Raum- 
integral : 

62) V(x, y, z) =j^-, ■ 

% 

wobei dr (§, 0 ein Element des gegebenen Raumes ®, E eine 

abteihingsweise eindeutige und stetige Funktion der Stelle in dem- 
selben, r die Entfernung des variablen Punktes (xyz) von dz- vorstellt. 

Wir wissen zunächst nicht, ob V für Punkte des Raumes % 
selbst einen Sinn hat, und untersuchen die Funktion für äufsere 
Punkte (xyz). 


*) Vgl. Anm. S. 51. 



Es ist zunächst: 

63) abs. ? :< abs. Max. (E) - 

wo: 





und abs. Max, (E) der absolut gröfste Wert ist, den E überhaupt 
in dem Raume t hat. Das einfachere Potential V formen wir 
um, indem wir von der folgenden Identität ausgehen: 

1 1(0 0 0 I 

65) Y - - T 1 ^ (<^os (ry))'+ (cos (rz)) j • 

Es wird mit Hilfe derselben: 

T 

oder mit Hilfe des Theorems von Green (Satz C. Seite 18): 

66) V = -^ l^cos {ry) dw, 

wo dm ein Element der Ober- 
fläche von T, V seine innere 
Normale vorstellt. 

Da cos(rj^) seinem ab- 
soluten Werte nach stets ^ 1 
ist, folgt: 

67) 

wenn m den Flächeninhalt 
der Oberfläche von t vor- 
stellt, und: 

68) abs. V < abs. Max. (E) • m. 

Es folgt hieraus, dass V- auch endlich bleibt, wenn der Punkt 
(xyz) von aufsen unendlich nahe an die Oberfläche m heraiitritt. 

Um nun auch dem Integrale V für innere Punkte einen Sinn 
zu geben, müssen wir eine Betrachtung über sogenannte uneigent- 
liche Integrale einschalten. 


m 
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§ 2. 

Man giebt in der Theorie der bestimmten Integrale dem In- 
tegrale; 

o 


clen Wert: 


J = y aS 


indem man in der Formel: 

a € 


dx C T r dx 

1 ~~ 1 ”izx ^ 

^ E =0 4 .; £=0 e - 


69) lim \ = 0, 2 > 0 


£=0 e - ' 
0 


setzt, und man bezeichnet das Integral J, das infolge der Glei- 
ciiung 69) auch so geschrieben werden kann: 



lim 
£=o J X 
€ 


r dx 


2>0 


als ein uneigeiitliches Integral 

Wir betrachten nun in der xy Ebene das Integral: 



‘ dcf3 


2>-0 


wo dto (fjt) irgend ein Element 
eines ebenen Fiächenstückes «, r 
seinen Abstand von dem variabeln 
Punkt (y, z) vorstellt. Wir wollen 
zeigen, dass wir nach der Fest- 
setzung 69) auch dieses Integral 
für innere Punkte als iineigent- 



0;.) 


liches Integral auffassen können, d. li. dass man, nachdem rnaii 
aus der Fläche m eine kleine Kreisfläche (R) um (yz) als Centrum 
ausgeschnitten hat. 


71 ) 


'' äü) 


lim 



w-(Rj 


;.>o 


setzen kann. (Die Fläche « — (R) ist in der Figur schraffiert.) 
Um dies zu zeigen, .denken wir uns von (yz) an die Randpiiiikte 
eines Elementes der der Randkurve 
{j von ■ 0 ) die Graden gelegt und 
ferner die Kreise mit den Radien 
r und r 4- dr um (yz) als Centrum. 

Das durch diese vier Linien be- 
grenzte Element dw ist: 

döj = rdrdr/, 

wenn äcf> der kleine Winkel ist, 
unter dem der in (yz) erscheint. 

Es wird somit für (xyz): 

27T Q 



Fiff. 28. 




;.>o 


oder nach 70): 


f d« 


2nr 


0 R 


= lim 


r dft) 

E=Oe' A 

«-(R) 


A>0, 


so dass also aus 69) die Formel 71) folgt, die mit der folgenden 
gleichbedeutend ist: 



A>0. 



— 56 — 


"weiter das Integra!: 


\ ^ ' \ Förstern. Wir wnll«» 

■: ‘^ass wir nach Wn ^ 

auch dieses t t ^ ^stsetzung 69) 

„hl Tut'“ “t »äSoh? ,rs 

•■ '-■■ ^-;:: hat, ^ (xyz) 

f^-limfi 

'•■ ^ B=o J r^-*-’ ^ 0, 

setzen W (Der Raum ^^(i) , 

fä'as zu zeigen, denhe^wir L T 

Randkurve eioes^^ElT^ 

Oberfläche « von ^ geSen 1"“ 

/ *■*“ «ll de^R/r“ Kusel- 
/ (f^^ r "'» Ceö™ 'n“'' ' + * 

V. y dr^r.Sdrdo, 




■Fig. 30. 


für (xyz); ' somit 


oder nach 70): 


j^nx I do 


i^x- ^ ^ 0 



— Oi — 




(^; = KmJdo(r,_v 

r R 

SO dass also aus 69) die Formel 73) folgt, die mit der folgenden 
gleichbedeutend ist: 

r dr 


74) lim l--^==0, 2>-0. 


Im besonderen ergiebt sich aus 74) für 
2 = 1 und 2 = 2: 

75) lim(-^=0, 

K=oJ 1 


76) lim , 
R=oJ r 


r^=ö. 


§ 3. 

Wir untersuchen nach dieser Abschweifung das Raumpotential 

V = j’^ 

% 

für innere Punkte (xyz). Es besteht wie früher (Formel 63) die 

Ungleichung: 

77) abs. V ^ abs. Max. (E) • V, 

wo : 

78) 


und abs. Max. (E) der absolut gröfste Wert von E ist. Man 
kann nun nach 76) V als ein uneigentliches Integral autfassen, so 



•dass nach Konstruktion einer kleinen Kugel mit dem Radius R 
um (xyz) als Centrum: 

T9) V = lnn(-^. 

E=o.J !■ 

Für den Raum z — 0 ist nun (vgl. Fig. 29) (xyz) ein äufserer 
Punkt, es ist somit nach 67): 

V ^ 4 ^ R-) : 

Z ' i lim R = 0 

oder : 

SO) V < -i- 

81) abs. V < • abs. Max. (E)co, 

wo m den Flächenraum der Oberfläche m von % vorstellt; wir 
orlialteii dieselbe Formel 68), wie für äiifsere Punkte, und es 
folgt aus derselben, dass V auch für innere Punkte überall end» 
lieh ist; wir brauchen hier, da die Formel 81) nicht die Stetig- 
keit von E voraussetzt, den Fall, dass (xyz) gerade auf der 
Fläche m liegt, nicht auszuschliefsen. 

Die Eindeutigkeit und Stetigkeit der Funktion V kann nach 
Satz la) nur in Frage kommen, wenn der Punkt (xyz) von 
aufsen unendlich nahe an die Oberfläche (jo von 'v heranrückt 
oder in das Innere von x hineinlritt. 

Es sei nun (?o^oQ ein Punkt der Oberfläche m oder im In- 
nern von wir teilen durch eine Fläche -S" den Raum x in zwei 
Teile und von denen der zweite (?o^o^o) enthält, während 
der erste durch irgend welche Entfernungen von (^o^o^o) getrennt 
sei; die von den beiden Teilen des Raumes herrühreiiclen Po- 
tentiale seien \\ und Nun ist zunächst in (?o?o^o) 
deutig und stetig, während ¥3 wegen der nach 81 ) geltenden 

abs. V 2 ^ .5' . abs. Max. (E) 

durch Verkleinerung von E unter jeden beliebig kleinen Wert 
her^.bgec'.rückf werden kann. 

Es folgt daraus, dass V in (?o%Q eindeutig und stetig ist. 



via) Das Raiimpotential: 

V 4^ 

J r 

ist für jeden Punkt des Piaumes, der auch von aiifsen 
an die Oberfläche des Gebietes t unendlich nahe lieran- 
rücken, auf der Oberfläche selbst liegen oder in das 
Innere von t liineintreten kann, eindeutig und stetig. 


§4. 


Wir wenden uns nun den ersten Ableitungen des Raum- 
potentiales zu: 

dx J 


82) 




COS (ry) 


1^— fj 

»y .1 

% 

dz \ ^ r2 ^ ’ 


0V 


und zwar beschäftigen wir uns zunächst mit die ünter- 
saclrangen für sind völlig analog. 

O ’ ÖZ O C 


Es ist: 


0V 

83) abs. — abs. Max, 
ex 




da für innere Punkte das Integral nach 75) als uiieigent- 

% 

iiches Integral aufgefasst werden darf, können wir unsere Be- 
trachtungen für beide Fälle, dass (xyz) ein äufserer oder innerer 
Punkt ist, zusamiiienfassen. Es ist identisch: 

0 /cos(rx)\ d /cos(ry)\ 0 /cos(rz)\ 

0| \ r dri \ r / 0f \ r ) 
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somit unter Anwendung des Theorems C. von Green (S, 18) für 
äüisere Punkte (xyz): 


Tat __ fcosfri^) 
- j ~ 


d®, 


t m 


''.vo y die innere Xormale eines Elementes d« ' der Oberfläche m 
Too 'IT vorstellt, und liir innere Punkte (xyz): 


ft - lim . 


rcos(r^) 


dcö -- 47rR 


(, 3 ) 


also in beiden Fällen: 

fdr fcosfr^) j 
^o) = U^Jdco, 


und nach S3): 


J 

r oa 


c'SJ 


86) abs. < abs. Max. (E) 


cos (r^) 


dcö. 


Das Jntegral rechts ist als Flächenpotential nach Va) stets 
eiidiicii für Jeden Punkt (xyz) des Raumes_, der auch von innen 
oder aufsen unendlich nahe an die Oberfläche m heranrücken 
dar!; wir brauchen auch hier, da unser Beweis nicht die Stetig- 
xeit von E voraussetzt, den Fall, dass (xyz) gerade auf der 
Fläche m liegt, nicht auszuschliefsen. 


Die E.nd-.dig.ceP. und Stetigkeit der Funktion ~ kann nach 
. . öx 

iaj nur in Frage kommen, wenn der Punkt (xyz) von aufsen 
unendlich nahe an die Oberfläche m von % heranrückt oder in 
das Innere von z hineintritt. ■ 


Es sei nun (?o%so) ein Punkt der Oberfläche « oder im In- 
neren von n: wir teilen durch eine Fläche ^ den Raum ^ in zwei 
Teile Tj und yqu denen der zweite (?o%^o) enthält, während 
der erste durch Irgend welche Entfernungen von (So^oQ getrennt 
sei: die von den beiden Teilen des Raumes herrührenden Teile 


. c\\ 

von t:— seien — - 

ox ox 


und 


cx 


Nun ist zunächst 

8?o 


0V, 


(^0 % £*0) 

eindeutig und stetig, während ^ wegen der nach 86) geltenden 
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abs. ^ < abs. Max. (E ) . d« 

durch Verkleinerung von .S' unter jeden beliebig kleinen Wert*) 
herabgedrückt werden kann. Es folgt daraus, dass ^ in (?f,%so) 
eindeutig und stetig ist. 

VIb) Die ersten Ableitungen des Raum23otentiales: 





sind für jeden Punkt des Raumes, der auch von aufsen 
an die Oberfläche des Gebietes t unendlich nahe 
heranrücken, auf der Oberfläche selbst liegen oder in 
das Innere von t hineintreten, kann, eindeutig und 
stetig. 


§ 5 . 

Wir untersuchen nun die zweiten Ableitungen des Raum- 
potentials, und zwar zunächst die ersten Ableitungen der Funktion : 


W 

0X 



cos(rx) , 
dir, 


die Betrachtungen für die ersten Ableitungen von ^ und — 

0y. 0z 

sind völlig analog. 

Wir setzen die ersten Ableitungen von E als in dem Raum 
'e: Überall endlich voraus und bedienen uns zur Umformung des 
0V 

Integrales Identität: 


87) + 

r^ 0?Vr/ u? r 


Es folgt nach derselben mit Hilfe des Green’schen Satzes C. 
(Seite 18) für äufsere Punkte (xyz): 


*) Man vergleiche den Beweis des Satzes Ya). 



lEcos(v^) 


C'dE dr 


- = d«=^) +J65 r ’ 

(jO ^ 

v;o das erste Iiitesxal über alie Elemente äw (mit der inneren 
Xormaleii der Oberfläclie m von r zu erstrecken ist, für 
innere Punkte: 

C dE cIt 


cP 

= lim 
’CX s==o 

fPi) 


r 


r^-(R) 

CcE (li: 


E cos (fx) ,, , 


r 


also in beiden Fällen: 

rV C E QQ5{v±) 


analog': 


S8) 


cx 

SV 

c 


i C\ i Ü C05\..v, , 

^ == .V__X-clö3-) -f. 

I cx J r ^ 

Cr) 

1 ' _ 

(f) 


0V 

cz 


'*dE dr 
S§ r 

C dE dr 
d jj r 

0i? dr 
0 ^ r ’ 


CO T 

v;o stets p die innere Xormale von dw vorstellt. 

Xacli der ersten dieser Formeln lassen sich die zweiten Äb- 

leltiing-en: 

C'^V 02V 02V 


c^x- cxoy öxoz 


in folgender Weise darstellen: 


89 ) 


ew 

dX 

dS 

0X“ 

“ + 

— — , 
cx 

02\' 


d3 

ex0y 

_ 

“ Sy ^ 


gay 

dX 

d3 

0X0Z 

~'d^^ 

— , 
ÖZ 


wo: 


*) Hier sind, falls E innerhalb r nur abteilungsweise eindeutig und 
stetig ist, zu w auch die beiden Seiten der Trennungsflächen von ßaum- 
teileii liinzuziirechiien, in denen E eindeutig und stetig ist. 
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9ö) A-= I £cos(»'x) 'p,*) 


<ll) =■ = 


'B£ cU 
5|" V 


Da X ein Fläclienpotenlial, ^ ein RaurnpoLeiitial ist, können 
wir nach Vb) und VIb) sofort die uns interessierenden Eigen- 

0^V 02V 

schäften der zweiten Ableitun.enn angeben. Nach 

0X0y 0X0Z 

Vb) sind die ersten Ableitungen von X in dem ganzen Raume 
bei Vermeidung der Fläche (der Flächen) 0 ) selbst eindeutig und 
stetig, wobei man den variabeln Punkt (xyz) auch unendlich 
nahe von der einen oder anderen Seite an die Fläche (die Flächen) 
00 hcrantreten lassen kann; für die Randwerte zu beiden Seiten 
der Fläche gelten die Formeln: 


92) 



0X 


0X 


0X 


0X 


dX 


dX 


W i 

-- ' i 



0X 


dX\ 


0z 

— 

0Z 1 


1+ 


= 4:71 E cos^(vx), 

= 4cnE cos(3^y) cos(3^x), 


immer bei Vermeidung von Trennungskurven stetig gekrümmter Teile der 
Flächen co. 

Nach VIb) sind ferner die ersten Ableitungen von S im ganzen 
Raume eindeutig und stetig, es ergiebt sich somit für die zweiten 
Ableitungen. 

m 02V 02V 

0x‘-^’ 0X0y’ 0X0z’ 

und analog für die übrigen zweiten Ableitungen von V das fol- 
gende Resultat: 

VIc) Die zweiten Ableitungen des Raumpotentiales; 




d-r 


=9 Vgl. Anm. S. 62. 
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sind, oriter Vermeidung der Oberfläche m des Raumes 'ir 
und der Fläeheii, weiche den Raum t in Teile zerlegen, in 
iieneii £ stetig istp), für jeden Punkt (syz) eindeutig und 
stetig, der auch Ton der einen oder anderen Seite un- 
endlich nahe an die Fläche (die Flächen^’^1) « herantreteii 
darf. Dieselben werden jedoch im allgemeinen bei dem 
Durchgänge durch die Fläche (die Flächen) m Sprünge 
erleiden, und zwar gelten, wenn man mit 


cWi 

i 02V ^ 

; m ! 

JW 1 ^ 

! 0W j 

1 02V 1 

1 i 

1 dx^ > 

+’ 

; fesp 

0y 0z :+ 

j 0z 0X ■+’ 

!0x0y4 

•resp. 

02V ' 

o^V 1 

: 02V : 

i 02V 1 ^ 

02V 

02V 



CZ^ 

1 I-’ 

Sz0X _ 

0x0y 


die Werte von 



02V 02V 02V 02V ew 

0y2’ 02^’ oycz’ dzdx dxdj 


bezeichnet, wenn (xyz) von'der inneren oder äufseren 
Seite'''*) an einem Punkt der Fläche (der Flächen) m 
iinencilicli nahe heranrückt, die Formeln: 


: o2v 1 1 

C2V 

OX^ ™ i 

ÖX" 4- 

; 02V : ; 

0n^ : 

1 ey2 

2y^ C' 

02V 1 

02V ! 

; 8z^ ™ j 

ÖZ^ 4-” 

: oW ; 

1 02V 

i 0y0Z 

0y0z 

■ c‘-V \ 

1 02V 

\ dzdx _ 

0Z0S 

; 02V ^ 

1 02V 

j cxdj 

! ^xcy 


^ , = 4:nE C05^(vx), resp. = 4?! — ■ E_) cos‘^(fx), 

■ V : 

^ I == 47rE cos^(i^y), resp. = 4n — E_J cos‘-^ (ry), 
’ = 4:7tE COS‘^(vz), resp. = 47r (£ , — E_} gos' 

^""4- -r . 

0 -V ' 

! _J= cos (vy) cos (vz), 

resp. = 47? (E, — E_) cos( 2 /z), 

02 V I 

i == 4nE cos(i^z) cos(i^x), 

resp. — An (ßj,— E_) tos{vz) cos (j^x), 

g-V ! ‘ ' ■ 

1 ^ = 4ctiE cos {vx) cos(^y), 

resp. = 471 (Ej^ — K_) cos‘(^^x) cos(i^y). 


Für die Flächen, weiche den Raum t in Teile zerlegen, in denen 
E eiiideatig und stetig ist, ist es nach den folgenden Formeln gleichgültig, 
welche Seite derselben man als innere oder äufsere bezeichnet. ^ 

**) Über die Werte auf der Fläche (den Flächen) m s. Seite 76, 



Der Satz wird im allgemeinen sowohl in bezug* auf die 
Eindeutigkeit und Stetigkeit der Funktionen 

^ ^ 

Cx~ Cj" Öz- 0y0Z 02 0X ^ 0X0V 

als auch in bezug auf die Gültigkeit der Formeln 93), 94) eine 
Ausnahme erleiden, wenn man den Punkt (xyz) gerade einer 
der Treniiungskurv en stetig gekrümmter Teile der Flächen w 
unendlich nähert. 


§ 6. 

Der Sprung, den nach dem Satze VI c) der Ausdruck; 


Q-^ 02 V 02 V 

9'^) + + ^ 

bei dem Durchgänge durch die Oberfläche m erleidet, ist: 
j ^ V — I V 1+ = 471 jE^cos^ ()^x) 4- cos^ (j^y) + cos- (j^z)) = 47i:E, 
und da I z:/V |_ für die Oberfläche co (nach Ib) null ist, folgt: 
96 ) \JY\+^~4:nE, 


wo, um dies noch einmal her vorziih eben, | JY |+ den Wert von 
JY vorstellt, wenn der Punkt (xyz) von innen unendlich nahe 
an einen Punkt (?^7^) der Oberfläche m herantritt. 

Sei jetzt irgend ein Punkt des Gebietes «•, der durch 

irgend welche Entfernungen von der Fläche (den Flächen w) getrennt 
ist, dann können wir stets eine kleine in 
dem Raume t gelegene Kugelfläche (R) 
konstruieren, die durch den Punkt (?^t) 
geht. Diese Kugel teilt den Raum t in 
■zwei Teile, den Raum: 

T, =T-(e) 

und den Raum: 

^2 == , 

•der durch den Kugelraum dargestellt wdrd. 

Der dem Raume % zugehörige Teil von V Fig. gi. 

Korn, Potentlaltiieorie. 5 
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heilse r^, der dem Raume to zugehörige Teil V 9 , dann ist, falls 
man den Punkt (xyz) dem Punkte von dem Inneren des 

Kugelranmes aus unendlich nähert: 

j =0 nach Salz Ib), 

\ z/ Vo == — 4 TT nach 96j, 

somit: 

98) z/ V = — 4 nr 

Nun ist nach Voraussetzung E in eindeutig und stetig 

und gleichfalls die zweiten xVbIeitungen von V nach' Satz VIc),. 
sobald man die ersten zVbleitungen von E endlich annimmt, die 
Formel 98) gilt also für den Punkt ohne dass man voraus- 

ziisetzen braucht, dass (xyz) sich dem Punkte (|^J) von irgend 
einer bestimmten Seite unendlich nähert. Wir erhalten das 
Resiilfa.t : 

\ld) Der Laplacesche Differentialausdruck: 

des Raiirnpotentiales 


eiitspriclit für jeden Punkt des Raumes t, der auch 
?inendlicli nahe von innen an die Oberfläche «*) heran- 

treten kann, der Formel: 

z/V — — 4 TT J?, 

lal Is E in dem Gebiete t abteilungsweise eindeutig und* 
stetig und mit seinen ersten Ableitungen endlich ist. 
Der Satz wird im allgemeinen eine Ausnahme erleiden, fallS' 
niiiii den Punkt (xyz) gerade auf einer der FlächeirD annimmt, 
weiche den Raum 7 in Teile zerlegen, in denen E eindeutig' 
und stetig ist. 


02? , 

^ 62 V 

0X“ "" 

^ cy2 ■ 

v=l 


J 

r 

T 



*) Über den Wert von JV auf der Fläche (den Fläclieii) w vgl. S. 78. 



in. Abschnitt. 

zimi I. Teile. 


1. Kapitel. 


Über die Werte des W, des 

Pläclienpotentiales und ihrer Ableitungen auf 
der Fläche selbst. 

§ 1 - 

Bei den Sätzen (III, IV, V) über das Flächenintegral: 




w = U 


cos (r^^) 


dft) 


lind das Flächenpotential: 


''.=1 


H 


dw 


haben wir bisher den Fall, dass der Punkt (x y z) auf der Fläche m 
selbst liege, ausgeschlossen, und wir mussten infolgedessen auch 
bei den Sätzen VI c) und VI d) über die zweiten Ableitungen des 
Raiimpotentiales 



% 


den Fall ausschliessen, dass (xyz) auf der Oberfläche « von % 
oder den Flächen liege, welche r in Teile zerlegen, in denen E eindeutig 
und stetig ist. 

Wir wollen jetzt diese Lücke aus- 
fülleii und zunächst zeigen, dass man 
V und W auf der Fläche selbst als un- 
eigentliche Integrale definieren darf, 
d. h. dass man, nach Konstruktion einer 
kleinen Kurve g, welche die Fläche m 
in zwei Teile und C02 teilt, von denen 
der zweite den Punkt (xyz) enthält 
während der erste von ihm durch 
irgend welche Entfernungen getrennt 
ist, die Integrale so definieren darf: Fig. 32 . 
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r., fi® ,• r 

V ~\H ~y= lim \i7 -p 

* I i to , = O J 1 


f cos (rv) r cos fr»/) , 

W = \ ;< — 2 — - dö) = lim \ X dw, 

J ^ a) . =:0 J l“' 


also als den Grenzwert der Integrale über wenn man die 

Kurve g den Punkt (syz) immer näher umschliefsen lässt. Um 
diese Definitionen zu rechtfertigen, müssen wir die Formeln: 

do) 

lim \H — = 0, 
tü.= o 1 r 


lim l dw = 0 

03.^0 J r-^ 


als eine Folge der Gleichim.n: 


101) lim 


beweisen. 

M ir denken uns hierzu im Punkt (xyz), der vorläufig als 
diircli irgend welche Entfernungen von der Pvandkurve und den 
Trenn ungskiirven stetig gekrümmter Teile von w getrennt aagenonrnier': 
f. . werde, die Tangential- 

^ ebene der Fläche « 
\ / und in derselben um 

/ (xyz) als Centrum einen 

\ / Kreis mit dem Radius 

^ können stets 

einen genügend klei- 
(;xyz] R i]^) endlichen Radius 

R wählen, dass jedes 
Lot der Ebene in einem 

Puiikie dieser Kreisfläche die Fläche w nur in einem Punkte 

schneidet, wenn man die Länge dieser Lote gleichfalls kleiner 
als eine genügend kleine, endliche Länge wählt. Wir wählen 
jetzt als Kurve ? die Kurve, welche der in dem Kreise (R) auf der 
Ebene lotrechte Gylinder aus w ausschneiclet. Es ist dami: 




und daraus die erste Formel 100), da: 

abs. j H -"j 5^ abs. Max. {H) j 

CÖ2 CÖ 2 

Da der Beweis nur die Endlichkeit, nicht die Stetigkeit von 
H voraussetzt, kann (xyzj auch auf der Raiidkurve oder einer 
Tremiiingskurve stetig gekrümmter Teile von (ß liegen. 

Zum Beweise der zweiten Formel 100) bemerken wir, dass 
wir zunächst R genügend klein wählen können, so dass für jeden 
Punkt auf der vorläufig als von der Randkurve und den Trennungs- 
kurven stetig gekrümmter Teile von 00 durch irgend welche EntfeF“ 
iiungen getrennt angenommen werde, 

105) ßos{vr) = r {co.s(rx) Fj -h cos (ry) Fg -+- cos (rz) Fg + 


wo: 
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106) 


0 0 

^ (cos (vx)) cos (rx) + — (cos (vx)) cos (r y) 


+ ; 


oz 


(cos (^x)) cos (rz) , 


_0 

’ 0X 


c 

- (cos (py)) cos (rx) + — (cos (ry)) cos (ry) 


4- — (cos (^y)) cos (rz). 


Fg -- (cos (Vzj) cos (rx) -f- (cos (z^z)) cos (ry) 


(cos (pz)^ cos (rz) 


oy 

0z 


lind J durch Vciklehiei^anc von R unter jeden beliebig kleinen 
Wert iierabgedrückt werden kann. Infolge 105) wird: 

107) [ x "" j 7 

ö)2 W3 

wo W eine stets endliche Funktion von (Sfjt) vorstellt. Es folgt 
hieraus nach der ersten Formel 100): 

Ita 

«>,=0 J r^ 

0)2 

das ist die zu beweisende zweite Formel 100). Da wir wiederiini 
für den Beweis nur die Endlichkeit, nicht die Stetigkeit von 3<r 
vorauszusetzen brauchen, brauchen wir den Fall, dass (xyz) auf 
der Randkurve oder einer Trennungskurvo stetig gekrümmter Teile von 
liegt, nicht auszuschliefsen. Nachdem so bewiesen ist, dass 
die Integrale V und W für alle Punkte der Fläche, einschliefslicli 
der Randkurve und der Trennungskurven stetig gekrümmter Teile voll 
m, als uneigentliche Integrale aufgefasst werden dürfen, wollen 
wir dies auch von den Funktionen: 


ox 

0V 

öy 


0V 

0z^ 




I« 


CO 


H 


cos (ry) 


cos (rz) 


dw, 


dw 
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nachweisen, hier aber unter Ausschluss von Punkten der Piand- 

kurve und der Trennungskurven von Teilen der Fläche, auf weichen 
H, cos(i^x), cos(i'y), cos(p2) 


eindeutig und stetig sind, und Unter Annahme endlicher erster Ab- 
leitungen von H, 

Wir werden die Behauptung für bewiesen haben, wenn 
wdr die Formel: 

108) lim 

to.^=o J r" 

ftJo 

als eine Folge von 101) darstellen können. 

Wir denken uns, wie früher, in einem Punkte (xyz) der Fläche, 
in dem ff, cos(rx), cos(pj), cos(>' 2) eindeutig und stetig sind, und der nicht 
auf der Randkurve liegt, die Tangentialebene der Fläche oö und 
in derselben um (xyz) als Centrum einen Kreis von genügend 
kleinem Piadius Pi, so dass jedes Lot der Ebene in einem Punkte 
dieser Kreisfläche die Fläche m nur in einem Punkte schneidet, 
wenn man die Länge dieser Lote gleichfalls kleiner als eine ge- 
nügend kleine endliche Länge wählt. Wir wählen w'eiter wie 
früher als Begrenzungskurve von wg die Kurve welche der in 
dem Kreise (R) auf der Ebene lotrechte Cylinder aus cö- aus- 
schneidet (Fig. 33). Bezeichnen wir mit ^ die Entfernung und 
Richtung 

von (xyz) nach dem Fufspunkte des von auf die 

Ebene gefällten Lotes, 

mit do die Projektion von d« auf dieselbe Ebene, so ist jedes: 


cos (rx) cos(^x) , t/J* , 

ff dco = ~- B(xyz) — -V— clo + — dcö, 

j.- X“ 

wo ‘P eine endliche Funktion von ij, t, x, y, z ist, somit 

5 (ex) 


j'(- H) d« = - fi(xyz)j‘ 


«2 

da: 


(R) 

' COS (^x) 


C W C 

do -f - 1 — dft) = — dw, 




«2 


do = 0.(i") 


(R) 



Es wird somit nach der ersten Formel 100) thatsächlich die 
Relation 108) stattfinden. 

, . ,8V , SV 0V 

Damit ist bewiesen, dass wir auch analog g-, -g” tur 

Punkte (xyz) der Fläche a, die nicht auf der Randkurve oder 
einer Treimnngskurve von Flächenteileii liegen, auf denen 
fl, cos(>'.'c), cos(t'y), cüsfi'z) 

eindeutig und stetig .sind, als uneigentliche Integrale definieren 
können, bei Voraussetzung endlicher erster Ableitungen von RT.*) 


Wir können jetzt die im Anfang des § 1 erwähnten Lücken 
in den Sätzen III — VI in folgender Weise ausfüllen.**) 

Zusatz zu III. Das Flächenintegral: 


W = 


J.2 


CO 


hat, falls die Fläche w geschlossen ist, für Punkte (xyz) 
der Fläche selbst, den Wert: 


109) W=27r = 4-(W+ + W_), 


bei Ausscliiuss von Punkten (xyz), die auf Trennungskurven ('‘^) 
stetig gekrümmter Teile von a> liegen. 

Denn denken wir uns um (xyz) als Gentrum die Kugel mit 
dem Radius 1 und den Kegel von (xyz) an die kleine (xyz) 
umscliliefsende Kurve g, so wird das von dem Kegel aus der 
Kugel ausgeschnittene Flächenstück sich um so mehr der halben 
Kiigelfläche, also dem Werte 27i nähern, je kleiner wir g machen. 

Zusatz m ITa). Die Formel: 

110) abs. j dw A abs. xMax. (x), 

00 

in tvelcher A eine endliche positive Zahl vorstellt, gilt 
auch für beliebige Punkte der Fläche co selbst. 

Für die normale Ableitung von Y ist diese Bedingung nicht er- 
forderlich (S. 75). 

Wir bitten, in dem Folgenden auf die Beweise der betreffenden 
Sätze, deren Zusätze wir aussprechen, ziirückzugehen. 



ZiLsatz za ITb)* Das Flächonintegral: 



cos (vi^) 

-“72 — 


dw 


M 


ist, bei Ausschluss der Ranclkurve er und der Trennangs- 
kiirveni *^) von FUichenteilen, auf denen 

cos(rx), cos(i'y), cos(j^z) 

stetig sind, auf der Fläche w überall eindeutig und stetig. 
Sein Wert für jeden Punkt der Fläche, welcher 

nicht auf der Kurve (den Kurven) er liegt, ist mit den 
Werten W-f und W_, die W annimmt, wenn der Punkt 
(xyz) an den Punkt von der positiven oder nega- 

tiven Seite der Fläche unendlich nahe herantritt, durch 
die Pielationen verbunden: 


111 ) 


w = Wj. — 27TK, 
= w_-f-2n:x, 



(W+ d- w_). 


Zusatz zu Va). 
Potentials : 


Die Eindeutigkeit und Stetigkeit des Flächen- 



co 


d« 

r 


gilt einschliefslich der Fläche co selbst; es ist für jeden 
Punkt der Fläche: 


112 ) 


= V_, 

= hv++v_), 


wenn wir resp, mit und V_ die Werte von V be- 
zeichnen, wenn (xyz) an den Punkt der Fläche 

von der positiven oder negativen Seite unendlich nahe 
herantritt. 

Zusatz zu Yb). Die ersten Ableitur-gc-:-; des Fläclienpotentials: 

d w 
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sindj falls man sich von der Eandkiirve er und den Trenniiiigs- 
kurven von Fläehenteilen, auf denen 

ff, cos(rx,) CQs{i'j), cos(rz) 

stetig sind, in endlicher Entfernung hält, auf der Fläche 
m überall eindeutig und stetig, wenn die ersten Ab- 
leitungen von H überall endlich sind. Ihre Werte in 
einem Punkte der-Fläche, welcher nicht auf der 

Kurve (den Kurven) (7 liegt, ist mit den Werten: 


0V. 

: c?[ 

: o\V 

cx 

■ ay 

: 0Z i-f” 

ev 

0V'; 

- : cv . 

— 1 

0X 

- ; f 

: 0y 

; cz ^ J 

0V 

oV 

cY 

u • 

cx 

1 

cd 

0z 


welche 


annehmen, wenn man (xyz) dem Punkt ^"on der 

positiven oder negativen Seite der Fläche unendlich 
nähert, durch die Relationen verbunden: 

bV{ 

— i - 1-2 n H cos {vx)j 


113 a) 






CX i 


;4- 


= uZi _ 

■■ ox j_ 
l/:aVi 


2 n H co3(j^x), 


2 l ; ÖX 14- 


0X I J’ 


oVi 


i cV ; 
cy A 
cV; 

CV 


U/uU 

0y U 


4- 2n:Hcos(vj), 


__ 9 


0Vi 

02 


2 TT F cos (j^y), 
0V; 

Sy I 


0V 

+2n Hdosiv?.), 

CZ JL. 


I 0 V 1 

' ; 0z !~ 
0V 

C7. 


■ 2 7riYcos(rz), 


— 

“2 


0V| 

0z I 



Für die Eindeutigkeit und Stetigkeit der iiornialeii 
üV 

Ableitung und die Gültigkeit der Formel: 


öv 


113b) 


oVj 


i ÖV| 

I 1+ 

oV 

1 


+ 271: iJ, 


9 


'ÖV 


■2nH, 

\d^ 

4-'^ er 


sind irgend welche Voraussetzungen über die Ableitungen 
von H nicht erforderlich. 

Bei Übertragung des Beweises von Vb) auf den vorliegenden 
Fall ist zu bedenken, dass die frühere Formel 


0V_ 
0X ' 


H 


cos (pj) cos ((Tz) — cos(j^z) cos (Vy) 


d(j 



■ ^cos(j^x) (fji + ^22 + fjs) 


äw 


d Hcos{px) cos(ri>') 

J r^ 

£» 

für den Wert in einem Punkte der Fläche so aufzustellen ist, 
dass man den Punkt durch eine kleine Kurve g abtrennt und 
somit das erste Integral über diese kleine Kurve miterstreckt; 
die Flächenintegrale über die übrig bleibende Fläche ausdehnt, 
schliefslich die Kurve g unendlich verkleinert. 

In der normalen Ableitung von V in einem Punkte (?o'^o?o) 
der Fläche: 

8*^0 J 

O) 


kann in einem endlichen Gebiete um (?o^oQ 
cos (rj^o) = cos (r>>) + np 
gesetzt werden, avo (p stets endlich ist.(^®) 

Es folgt so Zusatz zu Vb) aus Zusatz zu IV b) und Zusatz zu a). 
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Wenn wir versuchen, auch über Werte der ersten und zweiten 
Ableitungen des Flächenintegrales W und der zweiten Ableitungen 
des Fläclien])otentiaies auf m selbst etwas auszusageii, also die den 
Sätzen IVc), Ve), IV d) -rVspreohendon Zusätze abzuleiten, so 
zeigt es sich naturgemäls, dass nicht alle dieser Ableitungen auf 
der Fläche einen Sinii haben : für irgend welche Ableitungen von 

W, 1^, '1^- kann man einigermafsen entsprechende Zusätze 

nur in den Fällen beweisen, in denen sie unmittelbare Folgerungen 
von den obigen Zusätzen sind. 


Es bleibt uns nur noch übrig, auch für das Raumpotential 
resp. seine Ableitungen die gleiche Lücke auszufüllen. Das 

Raiimpotential: 


z 


selbst, wie seine ersten Ableitungen sind im ganzen Raume ein- 
deutig und stetig, und wir brauchten die Oberfläche m des Ge- 
bietes T selbst hierbei nicht auszunehmen (Satz Via) und VI b)). 
Dagegen schlossen wir bei den Sätzen VI c) und VI d) über die 
zweiten Ableitungen des Rauinpotentials die Oberfläche « und 
die Treniiungsfläcben von Häunien, in denen E eindeutig und stetig ist, 
aus. Wir können nun die folgenden Sätze beweisen: 

Zusatz zu VI c). Die zweiten Ableitungen des Raumpotentials: 



z 


sind, fiiUs man sich in endlicher Entfernung von den Trennungs- 
kiirven stetig gekrümmter Teile der Oberfläche co und der Flächen 
hält, die das Gebiet t in Teile zerlegen, in denen E stetig ist^ 
auf der Oberfläche (den Flächen) w überall eindeutig und 
stetig, wenn die ersten Ableitungen von E überall endlich 
sind. Ihre W'erte in einem Punkte (?^0 der Fläche 
(der Flächen) welche nicht auf den ausgeschlossenen Kurven 
liegen, sind mit den Randwerten derselben zweiten Ab- 
leitungen durch die folgenden Relationen verbunden: 



114 ) 


C“V ' C'-V 

_ ^ -^2 n E COS“ (rx). 


resp. 


\d^ 

\ dx- 
; c^V 


+ 2 71 (E , — E:_) cos- (rx)'. 


== ; -;r-^-- i —2 TV E COS^ (VX), 

i CX^ 


analog i 


■ 0 y 2 ” 

: 02 V 


\d^\\ 

resp. = :^| - 

: OX- !— 

- 2 71 (E_^ — E 

1 

nc^V i 

02 V 

~ 2 

' i -- 

1; 8x2 !+ 

CO 

und 

02 V 

0Z2 

1 



02 V 


I — i - i -^2n E cos (j^v) cos (PZ), 
Idyczl^^ 

0-V I 
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resp. 


resp. = 


0y 0z 
02V i 


+ 


0y0Zi__ 

0n^ I 


■ 2 7t {E . — E_) cos (i'y) cos (j'z) 


■2 TT E cos{vj) cos(j^z), 


— 2 TT (E, — E__) cos (ry) cos(rz), 


analog 


02 V 


und 


i dy 0z I 

1 (!02V I 02V ] 

2 ibyBzj+'^löySz 
' d^V 

Idzcx^nr) |Sx0y (;,,q’ 

wobei wir für die Oberfläche w die innere Seite als die 
positive voraussetzen. 

Bei Übertragung des Beweises von 
VI c) auf den vorliegenden Fall ist zu 
bedenken, dass die frühere Formel:'^) 

CdE dr 

j 0f T 


0V__rjE'cos(j^x) CdEdiX 
dx”"] r ' 


für den Wert in einem Punkte der 
Fläche (der Fläclien) w SO aufzustellen 
ist, dass man den Punkt durch eine 



■•^=) S. 62. 


kleine kurve g auf der Fläche (den Flächen) m isoliert und das erste 
Integral rechts Ober die übrigbleibende Fläche «j erstreckt, sehliefs- 
!ich che Kurve ? unendlich verkleinert. Es ist daher: 

CE cos (vx) 


oV 

cx 


lim 


- (u, = 0 5,, 

«I 


- dw + 


C^E^ 
.) 8| r ‘ 


S stehende Raumintegral ist nach Satz Via) und 

■ib) die gleiche Vorsicht nicht erforderlich. Es wird ferner: 


3). =- lim 

m~vj,=zoJ T“ J ^2 


c- 

0X 


Oder mit Hilfe des Zusatzes zu VbJ: 


cn' 


CX 


resp. 


J^V 

I 0x^ 


-f- 27t [Ej^ — cos^(^'x),, 

und analog ergeben sich die übrigen Formeln unserer BehauofuP'^ 

114 zu gleicner Zeit mit den in Zusatz zu VIc) behaupteten 
btetigkeitseigenschaften. ^ ncnaupceten 

Zusatz zu TId). Der Laplacesche Differentialausdruck 


für das Raumpotentia! 

V = 


E 


dr 


hat tur Punkte auf der Oberfläche w des Gebietes r 
and aut Flächen, welche das Gebiet r in Teile zerlegen, in denen 

von derSnn“ 'T'"' “ endlicher Entfernung 

w",. & Werte? "• ® 

116) JY^-2nE, resp. =_2;r(£^ + £_), 

wenn die ersten Ableitungen von E überall endlich sind 
Dieser Zusatz zu VId) folgt aus dom Zusatz zu VIc) genau' 

. derselben Weise wie der Satz VId) selbst aus dem Satze Vlcj! 
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2. Kapitel. 

Über das ¥er halten des Fläoliaiiintegrales W bei 
Annäherung an die Randknrve der Fläche« 

§ b 

Wir wolien hier zuerst untersuchen, was aus dem Flächen- 

iiitegral: f cos fn') 

117) W = 


wird, wenn man den variablen Punkt (xyz) immer näher an die 
Piandkurve von m lieranrücken lässt; die wir zunächst als stetig ge- 
krümmt annehmen. Wir lösen hierzu zunächst die folgende Auf- 
gabe: Es sei (5^0 irgend ein Punkt der x Axe, (xyz) ein Punkt 
der yz Ebene, wir suchen die Integrale: 


118) 




OD 

f cos (r y) 


/’= + 


r- 

00 

-f- CO 

’ COS (rz) 
TT-“ 


dtk 


d^“ 



für irgend einen Punkt (xyz) der yz 
Ebene, der von der x Axo durch 
irgend welche Entfernungen getrennt 
sein möge, zu berechnen. Wir be- 
zeichnen die Projektion der Strecke und Richtung r auf die yz Ebene 
mit den Winkel der Puchtung q mit der y Axe mit (p, dann istt 


r- = Q-^ + 


cos” 0 


cos (rx) 
cos (ry) 
cos(rzj 




+ 

Q cos (f‘ 


-sin 0, 


= cosO cos 9 ?, 


== cos 0 sin 
clg==d(etangO)= 
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wenn wir noch mit 6 den Winkel der beiden Riclitiiiigeo r und q 
bezeichnen.'^) Es wird somit: 


119} 


TT 

9 





n 

~^2 

B = icos (f ( cos6d0 = 2 ? 

Q . Q 

n 

_ 


n 

9 



n 

9 


Wären die Integmle nicht von g == — -.x ])is 5 = + <x» , 

sondern von 

S = -S bis S = 4-S 

zu erstrecken, wo S eine gegen q sehr grofse Länge' vorstellt, so 
würden sie sich von den Integralen 119) um Gröfsen von der 
Form unterscheiden: 

0 , 


cosg» ,, 
resp. — 


smcp 


wo f eine von der Ordnung | kleine Zahl vorstellt. 


Derselbe ist positiv zit reebueii im Intervall: 


0<;l<cc |^0<c 

negativ im Intervall: 

— 00 < 0 (^— 1 -< ^< 0 ^. 



Nach dieser Vorbereitung treten wir unserer Gigcntridieri 
Aufgabe näher. Wir denken uns in einem Punkte 
flandkurve eines Fläclienstückes m die Normalebene, nehmen die» 
selbe zur yz Ebene und die Tangente der Kurve in zur 

X Äxe. Wir untersuchen das Flächenintegral: 


w=f 


cos (rr) 


dft? 


in der soeben festgesezten yz Ebene und zwar in der Absicht, 
■den variabeln Punkt immer näher an den Punkt (So^o^o)"^) heran» 
rücken zu lassen. 

Die yz Ebene schneidet die Fläche in einer Kurve deren 
{nach der Innenseite der 
Fläche) gerichtete Tan- 
gente wir als y Axe fest- 
setzen, während die posi- 
tive z Axe nach der kon- 
vexen Seite der Kurve c: 

.gehen möge.**) Der Ra- 
diusvektor q des variabeln 
Punktes X möge mit dieser 
y Äxe den Winkel 9 ein- 
schliefsen und der mit dem 
Radius q um den Anfangs- 
punkt geschlagene Kreis 
die y Axe in ß, die Kurve g in A treffen. Wir fragen nach 
dem Werte der Differenz: 

120) Wx ™ Wa ™ (Wx - Wb) + (Wb - Wa), 
und wir wollen zunächst den ersten Summanden rechts: 

Wx-^Wb 

berechnen. Es ist: 



D. i. an den Anfangspunkt des neuen Koordinatensystems. 

Die positive Seite der Fläche w sei in entsprechender Weise an- 
genommen. 

Korn, Poteiitiaitlieorie. 


6 
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Wx - Wb = 


V _ 

r 0 w 


J ocp 


äcpn, . 


o 




%w . . . gw, ; 

(- osm^) + — - iQC03(f) 


clcp, 


0 


o<;ler da nach Formel 59): 

0 W __ C cos(rz) cos ((Tx) — cos (rx) cos ((Tz) 


cW 

0z 


=i 


cos(rx) cosf(7y) — cos(ry) cos(crx) 

- ■- ^ 


der, 


der, 


aücli : 


1-21I Wx - W. -?f “iMd.d 


0 (J 


Wir teilen nun das Integral über die Kurve o* in zwei Teile, 
der eine gehe von: 

(7 = — s bis ö'= + s, 

wobei wir den Anfangspunkt als Nullpunkt aoseheri, und zwcir 
wählen wir s als eine endliche Bogenlänge von der Beschaffen- 
heit, dass in dem Intervall 

0 == — sbisö'= + s: 


122) 


1 „ I d“? I 


j cP'? 


' 2 j ja’ 


■\vo a ein Punkt des Eurvenstückes (— s — -v + s) ist, und die 

Funktion: 


ab. 


geostVx) -f- ^CQs((ry) -f- ^cQs(crz) 

\ b“ ~r~ -r a,“ 


(d. i, abs, {cos (rö')|p=:o) 



Sd 


auf der Strecke von lim^ bis cr^-i-s 
und auf der Strecke Yon er lim (— f) bis cr = — s 

£ = U 


von dem Werte 1 fortdauernd 
verschiedenen Werte 6 abnimmt. 

Bezeichnen wir mit Fs dde 
kleinste der h;.! von 
(irgend einem Punkte des Kreises 
ABX (Fig. 36)) X nach + s und 
X nach (— s), so ist jedenfalls der 
von dem zweiten Teil der Kurve 
ö* herrülirende Teil J 2 des Aus- 
drucks W'x — Wb seinem ab- 
soluten Werte nach: 

123} abs. J 2 << i 


bis zu einem positiven von iinll 



-( 1 - 23 ) 

, 


wenn 1 die Länge der ganzen Kurve (j vorstellt« 

Wir teilen weiter das Integral über den Teil von 


(j = — s bis cT = + s 

der Kurve o* abermals in zwei Teile, von 
denen der eine von: 

ö'= — Sbisc; = + S 

gehe, und zwar sei bei genügend kleinem q 
die Bogenlänge S so gewählt, dass cos (r<j) 
von : 

cr^-fS bis (r="i-s negativ, 

von 

(T = — s bis ö-^ — S positiv, 

und dass 

abs. cos (rcj) 

gröfser sei als ein echter Bruch O. Wir 
können dies für ein jedes unter einem be- 
liebigen Kleinheitsgrade liegende S erreichen, 

wenn wir nur ^ genügend klein wählen. 



Fig. 38. 
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Es ist nämlich für genügend kleine 


1.. 

S* 


cos(r(j) = j cos(rff) L _ q H- q ! 

! Ir 

wenn Y einen auf der Strecke OX liegenden Punkt vorstellt. Nun ist der 
erste Summand hierin seinem absoluten Werte nach > 6, der zweite lässt 

sich durch Verkleinerung von unter jeden Kleinheitsgrad herabdrücken, 

es ist somit bei genügend kleinern ~ 

S 

abs. cosfru) in den Intervallen 
ö" — -T- S bis ff = -f. s, 

(j~ — s bisff==— ~S 

ein echter Bruch. 

Der denjeiztgenannten Intervallen entsprechende Teil X, des 
Ausdruckes \Vx — Wb ist nun : 


J.= 


fr T ^ 

of |"cos (rx) cosfgg) — cos (ax) cos(i-g) 

Jtj 


0 — s 


^cos(rx) c 


cosfgg) — cosfffx) cos(r^)) 


dö- 


d^f, 


— S -t- s 


abs. 5,1" 


0 — s 

w -S 


ä(f; 


= Q 
& 


I f [■ J j- 

0 ‘"~s +S ^ 


der 


dcfj 


124) abs, J3 c m . 

0 ^ 


i-fs ^+S/ 


P_ L 

Vr_s r-s 

wenn wir mit ivg r+s die gröfsten, mit 'r_s r+s die kleinsten 
Werte der Entfernungen der Punkte 

- S, + s resp. — s, + S (Fig. 38) 
von einem Punkte des Kreises ABX (Fig. 36) bezeichnen. Es ist also: 

125) Wx-W.-X 

0 —S 
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wo Jo und J 3 den Ungleichungen 123), 124) genügen und S unter 
jeden beliebigen U-einheitsgri.vd herabgedrückl werden kann, so*- 

bald nur g- gleichfalls genügend verkleinert wird. 

Es hudelt sich nun noch darum, den ersten Teil des Aus- 
druckes -Wx-Wb: 


(p -f- S 

126 j J, =e - cos(<rx) cos (re) 


o~S 


zu untersuchen. AVir denken uns hierzu entsprechend jedem 

Punkte a des Kurvenstückes (— S) 

bis (4-S) einen Punkt: x 


r = 0- 


auf der x Axe und bezeichnen mit r' 
die Entfernung und Richtung von 
diesem Punkte nach dem variabeln 
Punkte X, es ist dann: 


r'2 = 0*2 ^2 

und nach 122): 


r^ = <r-(l + ^cr J 


-!-(^C0S9— -^cr- 

f ■ 1 . 

+ 5 sin y cr- 


1 r-S 1 


clc?^ 

d(T" 



somit: 


1*^ = 1'*' 


Qa-^<c,os(p 


+ sin 9 


^ 1 




Es ist zu bedenken, dass wegen 


cos {( TS .) 




•cos(<ry) 


da- 


+ eos((Jz) ^2 = 0, 


in unserem Falle auch jedes: 

dö‘^ ^ Ida-^ 




d^^ 

, clK 

d-t 

cla2 

a da- 

da^ 

+ -7":, 

a da- 

da'-^ 


wo ^ eine (stets endliche) blofse Funktion von ist, und, da 




rr- 


127) r = r'(l 




bei aeirdvond kleinem — , ' wobei x (stets endliche) blofse 

o ' 

Funktion von ist. Analog, wie für r, ergeben sich für 

cos(rx), cos(ry), co 3 (rz) Formeln von der Form: 


cos(rx) = cos (r x) ~ 
cos(ry) = cos(r'y) (l + ^ 


cos (rz) = cos (r'z) ( 1 + i^%) ], 


128 


g.2 

bei genügend kleinem — , ^ wobei Xi 7.^ Xs endliche) blofse Funk- 
tionen ven sind. Nach 127), 128) können wir somit Jj so 
schreiben: 

(f 

j,=A' f 

0 -^S 
9:' -rS 

, r r cos (r x) cos ((jq) ■— cos ( rg) cos (crx) , , 

\ ) - 9 ^ (5^0 — 


0 — S 


(j^ 

bei j.:.d kleinem ' wobei cf eine (stets endliche) blofse Funk- 

tion von (S^fe) ist. Es ist weiter: 


cos(g'^) = (t|cos^ 


■ sin 9 ? 


dcr^lj 


cos (crx) = 1 er I 


d2$ ; 

! dff2 L’ 


D. i. bei Vernachlässigung höherer Potenzen von 



wir können daher das erste Integral noch einmal zerlegen und 
Jj so darstellend 

(p -f-S 


129) J; 


.=-4 f- 

rj eJ 


COS (r o) 


drd^.HhJ4, 


wo: 

(p -}-S 

130) J4 = i 

o' — S 

+ ({, 0 ] 


und 0 und cp (stets endliche) blofse Funktionen von vor- 

stellen. Der erste Teil von ist nach 119) und der diesen 
Formeln nachfolgenden Bemerkung 


= — 2(p • cp, 


WO € eine von der Ordnung - kleine Zahl vorstellt. Anderer- 
seits isl, da r' Q Ist: 

^ -f” S 


131) abs. J 4 A hB— 

Q ^ 

WO A und B zwei endliche Zahlen vorstelien; fassen wir das 
bisherige Resultat einigermafsen zusammen, so können wir sagen, 
es ist: 

132) Wx — W'b = — 2^-+-^^ 9 ^ + 12 + 13 + 14 ? 

wo s eine von der Ordnung g kleine Zahl vorstellt und J 2 J 3 J 4 

den Ungleichungen 123), 124), 131) genügen. 

Aus 132) folgt, wenn wir den Winkel der Richtungen OA 
und OB (Fig. 36) mit z /91 bezeichnen: 

133) Wb - Wa = - 2J(f> + s^J<p + + z/J, + z/J^. 


wo Jlii gleichfalls den Ungleichungen 123), 124), 131) 

genüge leisten.*) Es wird so: 


134) Wx-Wa = -2^p 
oder : 


— (2 — «') + Ja + z/Jo 

+ Jg + .=/ Jg + + Z/ J^, 


135) Wx - Wa = - + D, 

wo wir D unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad herabdrücken 
können, wenn wir die Gröfsen: 


o S® 

“ 1 ? — - 

^ Q O'-' 

{was stets gleichzeitig möglich ist) =’-==) genügend verkleinern. Wir 
haben das folgende Resultat erlangt: 

"idla) Denkt man sich in einem Punkte 0 der als 
stetig gekrümmt vorausgesetzten Randkurve et eines 
F ! äclienstückes m die Normalebene, in derselben um 0 
als Gentruoi einen Kreis mit dem Radius (>; bezeichnet 
man ferner mit (f den Winkel, welchen die Richtung 
von 0 nach einem Punkte X dieses Kreises mit der 
fangentialebene der Fläche in 0 bildet (positiv zu 
rechnen, wenn von der positiven a Seite gesehen, im 
umgekehrten Sinne des Uhrzeigers), so ist die Differenz 
der Werte des Flächenintegrales: 


W = 


cos (rr) 


dcö 


in den Punkten X und A: 

Wx-Wa=- 29 -I-D, 

wo D durch Verkleinerung von q unter jeden beliebig 
kleinen Wert'^'^'') herabgedrückt werden kann. 

'^) Falls (f, 

S'^ 

Indem wir ^ von der Ordnung pi-x (;.>0) klein machen. 

Es kann dabei D von der Ordnung klein gemacht werden 

{I r>. 0), vgL Anm. 2 dieser Seite. 
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§ 2. 

Der Beweis za Vlla) zeigt uns, dass das Integral: 


cos(rx) cos(ö‘o) — cos(r^) cos{crx) 


d<7, 


oder wenn wir für den Augenblick die Richtung q zur yAxe nehmen, das 
Integral : 


aw 




i) cos(öy^) — cos(ry) cos(gx) 


döT 


sich bei genügend kleinem q in der Form darstellen lässt: 

136) -2+4, 

WO Ji sich durch Verkleinerung von ^ unter jeden beliebigen KleinheitsgracI 
herabdrücken lässt. Schritt für Schritt in derselben Weise ergeben sich 
bei Beibehaltung desselben speciellen Koordinatensystems für die Integrale: 


^ aw ( cos (ry) cos (rrz) — cos (rz) cos ((^) 


der, 


und : 


aw [ cosfrzl cos((>x) — cos(rx) 


s(rxl cosfez) , 

- ' der, 


die Formeln: Es ist bei genügend kleinem q: 

137) 


0W . 


] 0W 
^ ^ 0y ■ 


WO ^ 2 ^ 3 , sich durch Verkleinerung von q unter jeden beliebigen Kl einheits- 
grad herabdrücken lassen. 

Gehen wir jetzt von unserem speciellen Koordinatensystem zu einem 
beliebigen über, so ergiebt sich aus 136) und 137) das Resultat: 

Vllb) Für das Flächenintegral: 

W=j-^2^d«) 

£0 


gelten, wenn man mit q die kürzeste Entfernung und Richtung 
von einem Punkte 0 der Randkurve nach dem variabeln Punk t e 
(xyz) bezeichnet, bei genügend kleinem q die Formeln: 


138 ) 


C V V i 

o — 2 I cos (ov) cos {gz) — cos(oz) cosfVy) j -f" Dj, 

Q = 2 I cos (oz) cos (ö-x) — cos(ox) C 0 s(<iz) I + D-J. 

rW f 

o — 2 I cos(ox) cos ((Tj) — cos(oy) cos((Jx) j -h D;-- 


wo D 1 D 2 D 3 sich durch ^'orkleinerii ng von 0 unter jeden } 3 e” 
lieblgen Kleinheitsgrad-''') herabdrücken lassen. 

Zusatz 1 zu Yllb). Ist h eine tangentielle Richtung in 
einem Punkte (xyz) der Fläche w. welcher die kürzeste Ent- 
fernung o von der Rand kurve liat, so ist bei genügend kleinem 
g stets für die Randwerte von W in (xyz): 



= D, 


wo D sich durch Verkleinerung von 0 unter jeden beliebigen 
Ivlelnli eitsgrad''^) herabdrücken lässt. 

Zusatz 2 zu Yllbj. Ist h' eine tangentielle Riclitiing in 
einem Punkte (x'y'zd einer Fläche w', die mit w dieselbe Raiid- 
kurve hat, so ist, wenn wir mit (/ die kürzeste Entfernung' 
d i e s e s P u n k t e s v 0 n der R a 11 d k u r e Ij e z e i c h n e n , I) ei genügen tl. 
kleinem o' stets: 

1»J 

WO D' sich durch Verkleinerung von o' unter jeden beliebigen' 
Kieinlieitsgrad'-') herabdr iieken lässt 

Zum Beweise des ersten Zusatzes bedenke man, dass für Punkte (xyz) 
der Fläche « selbst bis auf Gröfsen, die sich durch Verkleinerung von (> 
unter jeden Kleinheitsgrad herabdrücken lassen: 

cos(oy) eos((Jz) — cos (oz) cos(ö'y) = — cos(yx). 
cos (oz) cos (ox) — cos (ox) cos (o-z) = — cos (ry). 
cos(ox ' C05(oy) — cös(oy) cos(( 7 x) — — eos(rz) 

und mit derselben Genauigkeit also: 

cV 

O -TT— 

' CK 

cV 

o _ — 

" cy 

O -7: — 


== — 2 cos (i'x), 
= — 2 cos(ry), 
= — 2 cos(rz). 


''■j Man kann D, D 2 D 3 DD' von der Ordnung o^ klein machen (X>>0), 

vgl. Annn 2, S. 88. 
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Für den Beweis des zweiten Zusatzes brauelit man nur zu erwägen, 
dass, falls man : 


W' = 

w 


cos(rF) 
ö dw 

j.- 


setzt, im ganzen Eaume: 


mw- \v')=o, 


d (W - W') = 0, 

^ü'w-W) = o. 


und dann den Zusatz 1 zn VII b) in Anwendung zu bringen. 

Satz Vllb) ist mit seinen Zusätzen leicht auf den Fall auszudehiien, dass 
die Eandkurve <j Ecken (Trennungspimkte) besitzt (-‘^) 


Der Satz Vllb) 
Flächenintegral: 


zu, wenn man die ersten Ableitungen von gewissen Beschränkungen 
unterwirft : 

Wir vmllen annelimen, dass die ersten Ableitungen von ;; auf der 
Fläche stetig, die zweiten Ableitungen überall endlich sind, solange man 
sich in endlicher Entfernung von der Eandkurve <j und den Treiinungs- 
kiirven von Flächenteilen hält, auf denen eindeutig und stetig ist. Bei 
genügend kleiner Entfernung von Punkten dieser Kurven sollen ferner für 
die ersten Ableitungen von nach irgend einer tangentialen Eichtung h 
die Gleichungen bestehen: 

141)0 J = 4 

wo p die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes von jenen Kurven 
vorstellt und J eine Gröfse, die durch Verkleinerung von q unter jeden be- 
liebigen Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann. 

Wir wollen uns zunächst auf den Fall beschränken, dass wir aufser der 
Eandkurve <j keine Unstetigkeitskurve von W haben, die Verallgemeinerung 
auf den allgemeinen Fall ist ohne jede Schwierigkeit. Wir haben früher 
gelernt, die ersten Ableitungen von W in ein Integral über die Eandkurve 
(T und ein Flächenintegral zu zerlegen, in dem nur im Nenner vorkommt. 
Es ist nach Formel 59), wenn wir die x Axe mit der Eichtung h parallel 
machen, bei Ausschluss der Eandkurve: 


§ 3. 

lässt eine wiclitige Ausdehnung auf das allgemeine 


- dcu 
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Es sei zunächst h eine beliebige Pachtung und {’ioVoQ ein Punkt der 
Fläclie, welcher von der Kandkurve durch endliche Entfernungen getrennt 

ist. Es ist dann offenbar, dass alle 4 :,— in diesem Punkte stetig sind, (so- 

<711 

lange man natürlich auf ein und derselben Seite der Fläche bleibt); den» 
man braucht nur die Fläche durch eine Kurve ^ in zwei Teile zu zerlegen^ 
von denen der eine wj durch endliche Entfernungen von (loVoCo) getrennt 
ist, während der zweite m von der Kandkurve nur endliche Entfernungen 

aw 

hat; die Stetigkeit des zugehörigen Teiles von : 


folgt iiaeli la), des zugehörigen Teiles nach IVc). Wir wollen auch 
zeigen, dass die zw^eiten tangentialen Ableitungen von W in (io> 7 o^o) 
endlich sind. Wir verstehen hierzu jetzt unter h eine in (|o%^o) tangentiale 
Kichtung und teilen die Fläche wdeder in zwei Teile (Hi und <«25 denen 
der erste durch endliche Entfernungen von (Iö%Co) getrennt ist, während inner- 
halb des zw^eiten 0)0 cos (/'h) sich in der Form darsteilen lässt: 


14S) cos (*di) = r . f, 


wo f eine stets endliche Funktion der Stelle auf ist; da wir das erste 
Fläelienintegrai in 142) in (lo^oCo) selbst (auch wenn wir über die Stetigkeit 
der ersten und die Endlichkeit der zweiten Ableitungen von nichts 
wüssten) als iineigentliches Integral auffassen können ('®), können wir den von 

aw 

11)2 herriilirenden Teil des Eandwertes von — folgendermafsen schreiben: 


Um ganz streng vorzugehen, muss man eigentlich zur Anwendung 
dieser Formel erst einen schmalen Randstreifen etwa von der Breite d ab- 

0W 

scheiden; der von demselben zu ^ gelieferte Beitrag ist bei genügend 
kleinem d von der Ordnung klein, wenn man mit r^y die kleinste Ent- 

^'a 

feriiuug von der Randkoxwe bezeiclinet, und läfst sich durch Verkleinerung 
von d unter jeden Kleinlieitsgrad herabdrücken. Wir sind erst aus diesem 
Grunde zu dem obigen Verfahren berechtigt. 



9^] 


I 0 W I _ L, Oy) COP (2z) — cos (rz) COP (yy) 

I oh ' r- ^ 


! 44 ) 


.Jozcos(rx) Szcos(ry) özcos(rz)| , 

I 1 04; r dl] r Ou r J 


r oz COP (r2') 
J 01i r*-^ 


clw. 


Diese Formel zeigt uns, dass für die Endlichkeit der tangentialen 
Ableitungen von W bei endlichen Abständen von der Randkurve nur die 
Endlichkeit der ersten Ableitungen von z (in endlicher Entfernung von der 
Randkurve) von nöten wäre. Nach dieser Erkenntnis diiferenzieren wir die 
auf 0)2 angewandte Formel 142) noch einmal nach einer tangentialen Richtung 
li', dann wird: 

S'W 1 0 f cos (ry) cos (Az) — cos (rz) cos ( Ay) , ^ 

; 0h 0h' L. 0h' ) r- 

T 

oy- o / I »\ ( . oz / N , oz A 

r* Tu -7 — 3 cos (rli ) cos (rx) -f- — cos (r}’) 4- — cos (rz) \ 

1 , , , oh ^ '[Öi Orj Oc ^ J 

— \ cos(j'h) dto 

Wo 


0 ['^COs(d') 
0h'J 0 h r- 

0)2 


dw. 


In endlicher Entfernung von der Randkurve ist das erste Integral 
rechts endlich, desgleichen das dritte nach dem km*z vorher gefundenen 
Resultat, sobald, wie wir ja voraussetzen, die zweiten Ableitungen von z 
(in endlicher Entfernung von g) endlich sind; es handelt sich nur darum, 
die Endlichkeit des zweiten Integrales darzuthun. Es besteht (als Foli^e 
■einer Umformung mittelst des Stokes’schen Theorems)'*') die Identität: 


=:••) \Yii' haben zur Verifikation in der Formel: 


0 

•0h' 


> (Y^dW 0V\ , ^ , /9U 0W\ , ^ dJJ\ , .1 

vj Ll^ -- sA “ “av •• + 1 & - ay j J 

= ^ ^ l^U cos(^x) + V cos (-2)’) + W cos{2z)J 
A 

cos( 2 di) /0z . . öz A 

U = cos M - cos(vy) j , 

V „ eos(rx) — cos(rz)) , 


w = 


cos(rh) /0z 


r V9^' 


[ cos(rv) — cos(rx) j zu setzen. 
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j ~ — 3 cos frh') C03 (rx) + 4^ eos (ry) + 4-.r cos (rz) ! 

-J cos (.■hl 

- c f . ! ^ 

^ \ . — . , eos (rv) cos( -Sz) — cos (rz) cos (-y) 

eil ' r L cc ■ j 

V 

4 - ^ : eos(rz) eos(^x) — cos (rx) cos (-z)"^ 

C fl / 

-4 ~ i cos (rx) cos(-y) — cos (ry) cos ( 2 x) )j dJS' 
i^cosh'li') fc {cx .\ 

Ü}.i 

-4 p [ p- cos(rl'i) )J (ho. 


da 


- :r— — cos frh) 
Cr^ \ Ct] 


Das erste Integral rechts ist in endiiclier Entfernung von der Rand- 
kurve endlich, in dem zweiten kömion wir wieder: 


cos (rh) 


c-y- 

er 


c-y 

err 



rf' 


sc'tzen. wo f' eine stets endliclie Funktion der Stelle auf 012 ist, und wir 
d*ni variabelii Punkt jetzt auf der Fläche selbst annehmen.*) Das Integral 
ist nimmelir nach den Sätzen Ya) und Yb) endlich, da die zweiten Ab* 
leitungeil von z auf m als endlich vorausgesetzt werden; allerdings müssen 
wir die Yoraiissetzung hinzunehmen, dass die ersten Ableitungen von 
cosi'rx), cos(ry), eos (rz) eindeutig and stetig, die zweiten endlich sind. 

Ydr sind so zunächst zu dem Resultate gelangt, dass bei unseren 
VöranssetzuDgen In endlicher Entfernung von der Ranclkurve d alle ersten 
Ableitungen von W stetig und die tangentialen zweiten Ableitungen 
von IV endlich sind. 

Nach dieser Abschweifung gehen wir auf unser eigentliches Ziel los, 
die Ableit ungeil von W in der Xähe der Randkurve zu untersuchen; der 
Punkt sei ein Punkt dfir Fläche in der Nähe der Randkurve, iincl 

wir bezeichnen seinen kürzesten Abstand von derselben mit ( 4 . Wir teilen 
ziiiiüelist die Fläche w in zwei Teile w, und von denen der erste durch 
endliclie Entferniingen von getrennt ist, während auf dem zweiten 

eos(rh) = r-f, (h tangentiale Richtung) 
eos (rr) == r • F, 

gesetzt werden kann, wo wieder f und F endliche Funktionen der Stelle 
auf cw> vorstellen und wir den variabeln Punkt auf der Fläche selbst an- 


•■(I Nach dem zweiten Teile der Anm. ('-). 





~*lr 




iiehiiieii. iJit, Abtreniuuig geselielie'^;) aber durch eine Kurve welclic 
iiiclit geschlossen ist, sondern das Gebiet oj., 
znsamrneii iriit der Itaiidkiirvo begrenzt. 

Für den von w.> herrülirciidon Teil der 


Abi eit 11 112 


aw 

ch 


wird dann wieder die Formel 


144) geken, somit ist, wenn wir von nun an 
stets mit 

Glieder bezeichnen, die durch Verkleinerung 
’ron «0 unter jeden beliebig kleinen Wert 
heraba’edrücdvt werden können: 


aw C cos(it) cos(fjz) — cos(rz) eos((Tv) 

Qo -^7j~ = Co ^ ^ 



145) 


+ e. j [ä F + f cos (■•X) + g cos (ry) + ^ cos (rz) j] g' 

£fJ2 

-f-d(oo). 


Der erste Summand rechts würde sich nach einem früheren Beweise- 
durch Verkleinerung von ()o unter jeden Kleinlieitsgrad lierabdrücken lassen,, 
wenn konstant wäre; wenn wir aber jenen Beweis noch einmal unter der 
Voraussetzung durchgelien, dass z irgend eine stetige Funktion der Stelle 
auf (7 ist, so kommen wir, indem w’ir ;; auf der Strecke von (x — — S bis 
ö-=4-S (Fig. d9) in der Form darstellen: 


y- = Jy-, 


(wo Jy durch Verkleinerung von S unter jeden Kleinlieitsgrad lierabgedrückt 
werden kann), zu demselben Resultat (-') 

Der zweite Summand ist von der Form: 




LÜ-y 


Ulli! wir wollen von demselben gleichfalls zeigen, dass er sieh durch Ver- 
kleinerung von Oo unter jeden Kleinlieitsgrad herabdrfickeii lässt. 


•'•=) Was bei genügend kleinem Qo stets möglich ist 
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Wir zerlegen liierzii in folgender Weise in drei Teile: Wir denken 
uns mit einem gegen (io grofseii Radius P 
eine Kugel um den Punkt (lo % Co) 
Centriiin, die die Fläche in der Kurve (P) 
selineiden möge, den {lo%Co) nicht ent- 
haltenden Teil, in dem r ^ nennen wir 
(S), den (lo^oCd) enthaltenden Teil zerlegen 
wir in zwei Teile, indem wir von demselben 
einen Randstreifen (1) abscheiden, von solcher 
Beschaffenheit, dass er von {^' 0 % Co) wenigstens 

überall durch die Entfernung ~ ^ getrennt 

ist und in dem übrig bleibenden, (Co^ioCo) ßi'd- 
haltenden Teil von den wir (2) nennen, 

ist Es zerlegt sieb dann ^oJ in drei 

Teile 

(>o J == (?f) (Ji + J2 J3)) 

W'O : 

£>ö Ji = Polj 

(!) 

r J(n} 
eoJ2 = i?u| — 

( 2 ) 

eoJs = eo <!"• 

( 3 ) 

Wir werden beweisen, dass jeder dieser drei Ausdrücke durch gleich- 
zeitige Verkleinerung von 

f und P 

unter jeden Kleinheitsgrad Iierabgedrückt werden kann. Es ist zunächst, 
da für (1) jedes r>^: 

abs. < 2abs. . üw, 

( 1 ) 

und damit ist die Behauptung zunächst für Qq bewiesen. Es ist weiter, 
da für (2) 

='=) Wir könnten ebensogut ailgemeiii ^ setzen, wenn a 

«ine endliche Zahl ist. 




( 2 ) 

lind damit ist auch die Behauptung für J 2 bewiesen (unter Bezugnalime auf 
den Satz Y&) über Flächenpotentiale resp. den Beweis desselben). Schliefs- 
lich ist: 


abs. (>o JsC 


Qq 

Min. (r)" 


abs. dcü < ^ abs, doj, 

(3) (3) 


WO Min. (r) die kleinste Entfernung eines Punktes des Teiles (3) von 
vorstellt, so dass also P 0 J 3 durch Verkleinerung von unter jeden Klein- 
lieitsgrad herabgedrückt werden kann. 

Wir haben somit bewiesen, dass OqJ und hierach auch 


^0 


SW 

Sh 


durch Verkleinerung von po unter jeden Kleinheitsgrad lierabgedrückt 
werden kann und zwar von der Art ^(po)? da wir 

■setzen können. Wir fassen das Resultat, das leicht auf den Fall auszudehnen 
ist, dass die Eandkurve Trennungspunkte besitzt (‘^-), in folgendem Satze zu- 
sammen: 

VIIc) Ist eine eindeutige und stetige Funktion-^') der Stelle 
auf der stetig gekrümmten Fläche w, deren erste Ableitungen 
eindeutig und stetig (deren zweite Ableitungen endlich) sind, 
solange man sich in endlicher Entfernung von der Randkurve 
hält,=5”-‘-) und lassen sich bei genügender Annäherung an die 
Randk urve die ersten Ableitungen v on in der Po rm darstellen: 

146 ) ~ = 

oh p 

wo p die kürzeste Entfernung der betreffenden Stelle von der 
Randkurve vorsteilt und die Gröfse J{q) durch Verkleinerung 
von p unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann 
.so kann man über die Randwerte des Flächenpotentiales: 


;an der Fläche o) folgendes aussagen: 


*) Man vgl. die Bemerkung in Anm. 

Wenn wir von einer Funktion der Stelle sagen, sie sei eindeutig 
-und stetig, solange man sich in endlicher Entfernung von der Randkurve 
hält, so meinen wir dabei von nun an stets, dass sie in irgend welchen 
',(im übrigen beliebig kleinen) Entfernungen von der Randkurve eindeutig 
und stetig ist, bei unendlicher Annäherung indessen unendlich wachsen kann. 

Korn, Potentialtäeorie. 7 
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Es ist Weine eindeutige und stetige Funk tion der Stelle an 
der Fläcliej deren erste tangentiale [und normale] Abi eitiiii gen 
tniideiitig und stetig [deren zweite tangentiale Ableitungen 
endiicli] sind, solange man sich in endlicher E ntf eriiiiiig von 
der Saiidkurve hält, und es lassen sieh bei genügender Annähe- 
rung an die FandkiirTe die ersten tangentialen AbleitiingeD 
Yon W in der Form dars teilen: 


147) 


ew^4(h) 

ch Q ’ 


wo wieder o die kürzeste Entfernung der betreffenden Stelle 
von der Randkurve vorstellt und die Gröfse J(q) durch Ver- 
kleinerung von Q unter jeden Kleinheitsgrad herab gedrückt 
werden kann. 


§ 4. 

Wir wollen bei denselben Voraussetzungen des Satzes VII c) auch das 
Verhalten der ersten Ableitungen von W unters neben, wenn man den variabeln 
Punkt der Eandkurve nicht gerade auf der Fläche w selbst, sondern auf einer 
beliebigen Fläche ü)\ die mit o die Ranclkurve er gemeinsam hat, nähert. Es 
sei o' die kürzeste Entfernung des Punktes diese Ableitungen. 

zu mit ersuchen sind, von der Ranclkurve und li' eine beliebige Richtung. 
Es ist dann wieder nach 142), w'enn wir die Richtung h' zur x Axe wählen: 


14Fl 


' dö- 


, cW A eos Vr>c*os A-zl cosAzl cosfc/vl 

= '■' 

e/ 

CT 

- rcos(.h’) ^ 

J [ r- r- ©t r^ J 

CO 

, . ( ©z cos (rr) , 


wir wollen wieder Zusehen, ob sich jeder der drei Summanden rechts durch 
\ erkleineruiig von o' unter jeden Kleinheitsgrad herabdrücken lässt, wenn 
die Richtung h' in (FFF) zu tu' tangential ist. 

Für den ersten Summanden rechts würde das nach Zusatz 2 zuVIIa) 
folgen, wenn z auf tr konstant wäre, es folgt aber auch für eine stetige 
Punktion z, indem man z auf der Strecke von <r = — Sbisö'=-f-S (Fig. 39). 
in der Form darstellt: 


Z — Zf, y/ X, 


(wo z/Z durch Verkleinerung von S unter jeden Kleinheitsgrad herab- 
gedrückt werden kann).(-9 

Der zweite Summand und der dritte Summand rechts in 148) lassen, 
sich zusammen in der Form schreiben; 






eJ 


COS (rx) 




1 1 V 


- 


\ — / 


r*' 


dct) -j- z/ ((> ), 



indem wir ein endliches Gebiet 0)2 von oj abgeschieden haben, auf dem die 
ersten Ableitungen von in der Form 


o 


dargestellt werden können, und bemerken, 
dass die dem übrigen Flächenstücke zu- 
gehörigen Teile unserer Integrale von der 
Fovm.J(ü') sind. Wir haben jetzt nur noch 
den Ausdruck: 


eo.> 


cos(it) 




cos (rz) I 


('iya 



Fig. 42. 


ZQ untersuchen. Wir zerlegen hierzu die Fläche nochmals in zwei Teile^ 
indem wir einen Flächenstreifen (1) von (02 absclieiden, von solcher Be- 
schaffenheit, dass für den übrig blei- ^ 

bendeii Teil (2) o gröfser ist als eine 
gegen o' grofs gewählte Strecke P. 

Es zerlegt sich dann in zwei Teile: 

o' J = ()' Jo? 

■wo : 

Xi ■ -sTxl 
^ J| — o ^ \ o] - " 

( 1 ) 

^ r- J ö 


( 2 ) 

r- ' r- J 



Wir wollen sehen, was aus diesen Ausdrücken wird, wenn wdr 


P und 


gleichzeitig* mehr und mehr abnehmen lassen. 
Es ist zunächst, da für (2) q > Pi 
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wo .'/(o) eine positive Gröfse vorstelit. die ebenso, wie die ^ 2 (e} 

^ 3 ( 0 ) von der Form angenommen werden darfrO 

J{^J = Ao^~\ (A endlich). 

Bezf 3 ichnen wir mit Vq die Entfernung des Elementes dto von dem 
Punkte O der Kurve < 7 , welcher von (FFC'J den Abstand (>' hat, so ist bei 
genügend kleinem 


wo f eine Gröfse vorstellt, die mit abnehmendem unter jeden Kieinheits- 

grad lierabgedrückt werden kann, so dass wir bei genügend kleinem auch: 

aos. o Jo C "w 1 — w ^ dü) 

PJ IV 

( 2 ) 

erhalten. Wir denken uns weiter in 0 die Tangentialebene der Fläche und 
projizieren auf diese Tangentialebene die Fläche ( 2 ); 

da sei die Projektion von doj, 

To sei die Projektion von r, 
dann Ist bei genügender Verkleinerung von A: 

-^(0) , ( Jfo) , 

dco — I (1 -f /> • o) do, 

J 10- 

(:^j ( 2 i 



Man vgl Anm. 3, S. SS. 

Das J(^) ist dabei nicht genau dasselbe 
dieselbe Eigenschaft, in der Form: 


^(e) von früher, hat aber 


A^^ (>. < 1), (A endlich) 

darstellbar zu sein. 
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\TO eine stets endlicbe Funktion vorstellt; wir können also das (1 -f* o • 
in J{o) Iiereinnelimen, und es folgt wieder: 


da jedes: 


abs. p' Jo ; 


tfV 




9 — tf, -h P • / 


wenn / eine endliche Gröfse ist. 

Bei Einführung eines Polarkoordinatensystems (rop-) in der Tangential- 
ebene mit dem Pol 0 ist: 


somit: 


do = i'o dro d^, 


^(lo) 


da) = 


( 2 ) 


l'o 


dto df 


( 2 ) 


und stets endlich, da das Integral: 


r 



P 


in dem r irgend eine endliche Länge vorstellt, bei unendlich kleiirem P stets 
unter einer endMchen Grenze bleibt. Damit ist jetzt gezeigt, dass 


durch Verkleinerung von 


9'J2 


P und ■ 


unter jeden Kleinlieitsgrad herabgedrückt werden kann. 
Es ist andererseits bei genügend kleinem P: 


e'Ji = ( 




■Me) 


COS (rj) 


P ^3 (p) 


cos(rz)] dw 


(1) 


G f f w \ cos (rx) , ^ . cos (ry) 

= ? (?) — y— + Me) 

I / f , C0s(r2)] 1 4- , 1 I y/ ■\ *\ 

+ ^3 (?) I clo-p dp + yf (p ), *) 

Indem wir die Integration nach <* wieder über die ganzen Kurven 
erstrecken, fügen wir nur eine Gröfse ^(p') hinzu, die durch Verkleinerung 
von p' unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann. Das Integral 
nach p ist eigentlich so zu schreiben: 


lim U—) dp (vgl. Anm. 1, S. 92). 


wo eine stets endliche Funktion vorsteüt, so dass wir die (1 + ^ « P') 
in die 4 (?)j -^2(0); hereinzieheii können, und unter jeder Kurve die 

Kurve der Fläche verstanden wird, welche an jeder Stelle von der Rand- 
kiirve CT den kürzesten Abstand o hat. 

dW 

Es ist nunmehr im ganzen g' von der Form: 


i 49 ) 


+ D (- t ) + ,■ f j 


Kmi ist nach früheren Resultaten:^) 


^ cosfrz)] du dg 




.50, ^ + 


.fcosC 




dup = y -f- 


wo €ißy endliche Konstanten sind und D-, Do D3 durch Verkleinerung 
der ^kürzesten Entfernung 0/ des Punktes (l'VT) von up ■'**"'=) unter jeden 
Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können. Es wird hiernach: 


151)e'|J = ^(o-)H-Df-^] + o 


.■(am 

' Ql 




Bezeichnen wir nun mit Oq' den kleinsten Wert von nlso die 
kleinste Entfernung des Punktes (f' 17 'r) von der Fläche, so ist: 


152) abs • q' ( ^M dp ^ iL D (P^ 


wo wieder D (P) durch Verkleinerung von P unter jeden Kleinheitsgrad 

herabgedrückt werden kann. 


Auch wenn man für ihre absoluten Werte 

setzt. (-0) ^ 

‘ *) Also auch durch Verkieinerimg von P, 



— luy -- 


Bezeiclinen wir rait h den Winkel, unter dem die beiden Flächen üj 
und to' in 0 zusaiameiitrefien, so ist: 


1:53) 


o 



= 1 , 



(falls cos6^0), 
( „ cosO^O), 


wo s eine Gröfse vorstellt, die durch Verkleinerung von o' unter jeden 
Ivleinlieitsgrad herahgedrückt werden kann, und wir können nun nach den 
Fornieln 151), 152), 153), da wir noch P=o''>'-' (OcFcl) setzen können, 
das folgende Eesultat aussprechen, das leicht auf den Fall auszudehnen ist, 
dass die Eandkurve Treimungspunkte besitzt (--): 

Zusatz zu YIIc). Genügt 3« mit seinen ersten Ableitungen 
den Voraussetzungen des Satzes VII c), so werden für die ersten 
Ableitungen des über ein stetig gekrümmtes Flächenstück a 
zu erstreckenden Integrales: 

(Jj 


bei genügend kleiner Entfernung o' des variabeln Punktes von 
der Eandkurve g auf einer Fläche w', w’elche mit w dieselbe 
Eandkurve hat, die Formeln gelten: 


154 ) 


SW 

Sh' 


Q 


w’O h' e ine zu w' tangentiale Eichtung, J(o') eine Gröfse vorstellt, 
die durch Verkleinerung von q' unter jeden Kleinheitsgrad 
herahgedrückt werden kann, unter der Voraussetzung, dass 
die Flächen co und w' unter einem von null verschiedenen Win- 
kel Zusammentreffen. 


§ 5 . 

Mit Hilfe des Zusatzes können war jetzt den Satz VII c) selbst in 
folgender Weise verallgemeinern ; 

Villa) Ist z eine ahteilungsweise eindeutige und stetige 
Funktion*) der Stelle auf irgend einem Flächenstücke to, deren 
erste Ableitungen eindeutig und stetig [deren zweite Ablei- 
tungen endlich] sind, solange man sich in endlicher Entfernung 
von der Eandkurve und den Trennungskurven der Flächenteile 
hält, auf denen 

z, cos(>'x), C 0 s(^ 7 ), cos(j^z) 

eindeutig und stetig sind, und lassen sich bei genügender An- 
näherung an diese Kurven die ersten Ableitungen von z in der 
Form darstellen:' 


*) Man vgl. die Bemerkung in Anm. (-^). 
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■^(e) 

O 


WO 0 die kürzeste Entfernung der betreffenden Stelle von den 
genannten Kurven vorsteilt und die Gröfse J{o) durch Ver- 
kleinerung von o unter jeden Kleinlieitsgrad herabgedrückt 
werden kann, so kann man über die Eandwerte des Flächen- 
integrales: 



an der Fläche w folgendes aussagen: 

Es ist W eine abteilungsweise eindeutige und stetige 
Funktion der Stelle an der Fläche, deren erste tangentiale 
[und normale] Ableitungen eindeutig und stetig [deren zweite 
tangentialen Ableitungen endlich] sind, solange man sich in 
endlicher Entfernung von der Randkurve und den Trennungs- 
kurven*} von Flächenteilen hält, auf denen 

W, cos(vx), eos(^'y), cos(v 2 ) 

eindeutig und stetig sind, und es lassen sich bei genügender 
Annäherung an diese Kurven die ersten tangentialen Ab- 
leitiingen von W in der Form schreiben: 


156 a) 


£W J{q) 

dh Q ’ 


wo wieder o die kürzeste Entfernung der betreffenden Stelle 
von den genannten Kurven vorstellt und die Gröfse durch 
Verkleinerung von o unter j eden Kleinheitsgrad lierabgedrückt 
werden kann. 

Zusatz 1 zu Villa) Bei genügender Aiin äherung des variabeln 
Punktes auf einer Fläche co\ welche mit w die Eandkurve oder 
eine Trenniingskurve gemein hat, an einen Punkt P dieser 
Kurve gelten die Formeln: 

ew j ( q ') 
lo6b) = 

ch o 

wo h' eine zu tt>' tangentiale Richtung, J {q') eine Gröfse vor- 
stelit, die durch Verkleinerung von q' unter jeden Kleinlieits- 
grad herabgedrückt werden kann, unter der Voraussotzungy 
dt^.ss die Flächen w und co' in jenem Punkte P unter einem von 
null verschiedenen Winkel Zusammentreffen. 


■') Das sind dieselben Trennungskurven, wie vorher. 
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Der Beweis des Zusatz 1 enthält zugleich den Beweis (-'0 für den 
Zusatz 2 zu Villa). Ist z auf w überall eindeutig und stetig 
lind an der Eandkurve nullj so gelten die Formeln 156b) nicht 

d\Y 

blofs für die tangentialen Ableitungen sondern auch für 


die normalen Ableitungen an der Fläche w'. 

Durch Schritt für Schritt analoge (^0 Beweismethoclenj wie wdr zu 
dem Satze Villa) und seinen beiden Zusätzen über \V gelangten, erhält 
man die entsprechenden Eesultate für die Integrale V: 

Vlllb) Ist in dem Flächenintegrale: 




1 * 


H auf CU (abteilungs weise) eindeutig und stetig, solange man 
sich in endlicher Entfernung von einer endlichen Anzahl von 
'l'rennungskurven hält, die bei der Integration auszuschliefsen 
sind, während bei genügender Annäherung au dieselben die 
Eelationen bestehen: 


15S) 






so ist die normale Ableitung auf co (ab teil ungs weis e) ein- 

deiitig und stetig, solange man sich in endlicher Entfernung 
von jenen Trennungskurven hält, und es gelten bei genügender 
Annäherung an dieselben die Eelationen: 


159 a) 


dv q 


Zusatz 1 zu ATIIb). Bei genügender Annäherung des vari- 
ab ein Punktes auf einer Fläche cu', welche mit w die Eandkurve 
oder eine Trennungskur ve gemein hat, an einen Punkt P dieser 
Kurven gelten die Eelationen: 


159 b) 


dv 


A{q') 

- j 


unter der Voraussetzung, dass die Flächen cu und cu' in jenem 
Punkte P unter einem von null verschiedenen Winkel Zu- 
sammentreffen. 


') Die J{q) sind dabei natürlich nicht dieselben, wie in loS). 
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Zusatz 2 zu Ylllb). Die Relationen 159b) gelten bei den 
Voraussetzungen des Satzes Vlllb) auch für die tangentialen 

Ableitungen an der Fläche a/. 

° eil 

Bemerkung. Die Voraussetzung S. 94, dass die ersten Ableitungen 
von cos{rx). cos(Vy), cosfvz) auf den stetig gekrümmten Teilen von cd 
eiiideiitig und stetig, die zweiten Ableitungen endlich sein sollen, ist nur 
für die Behauptung (in VIIc) und) in Villa) von nöten, dass in endlichen 
Enrferiiiingen von den Trennungskurven die zweiten tangentialen Ablei- 
tongen von W endlich sind; macht man die genannte Voraussetzung nicht, 
so kann man nur aiissagen, dass die ersten Ableitungen von W in end- 
lichen Entfernungen von den Trennungskurven eindeutig und stetig sind, 
im übrigen hat jene Voraussetzung auf die Sätze Villa), Vlllb) und ihre 
Zusätze keinen Einfluss. 


3. Kapitel. 

Die Transformation der Laplaeeseh.en Differential- 
gleiclmng in beliebige dreifach orthogonale Koor- 
dinaten u, V, w. 

§ 1 . 

Wir denken uns durch die Gleichungen: 

I X = X (u, V, w), 

160) y = y (u, v, w), 

I z = z (u, V, \y), 

drei neue Koordinaten eingeführt, von solcher Beschaffenheit, 
dass die drei Flächenseharen : 

r u = const., 

161) I V = const., 

[ = const. 

dreifach orthogonale Flächenscharen bilden, so dass die Auf- 
lösungen der Gleichungen 160): 

f u = u (x, y, z), 

162) 1 V = V (X, y, z), 

[ w = w (x, y, z) 



den Bedingungen 


0v 

0w 


0V 

0W 


0V 

0W 

T;- — 


-h 


TT— ' 

-h 



ox 

0X 


OJ 



oz 

oz 

0W 

0U 


0W 

0U 


0W 

0U 

— 

— 

+ 



+ 



öx 

ox 


oy 

^y 


oz 

oz 

0U 

0V 


6u 

0V 


0a 

07 

0X 

0X 



Sy 

4- 

0z 

oz 


wir suchen die Laplacesche Differentialgleichung für eine Funktion #: 




020 020 020 
0x2 0y2 0z2 


in die neuen Koordinaten u, v, w zu transformieren. 

Es folgt durch Differentiation der Gleichungen 160) nach 

X, y, 2: 


164a) 


164bj 


164c) 



0X 

0U 


0X 

07 

4- 

ox 

ow 

1 = 

” CU 

0X 

-f- 

07 

0X 

0\V 

0x’ 

0 = 

0X 

ou 

4- 

0X 

07 


0X 

0W 

0U 


07 


4- 

0w 

^y ' 

0 = 

0X 

ou 


0X 

07 


0x 

0W, 

~ 0r. 

0 z 


07 

0Z 

4- 

0W 

OZ 

0 = 

_ ®y 

0U 

4- 

8y 

07 

4- 


0w 

0U 

ox 

07 

0X 


0W 

0X 

1 = 


0U 

-4- 

Sy 

0V 


®y 

0V7 


0U 

^y 


07 

w 


0\r 

öy' 

0 = 

= 

0U 



0V 

4- 

Sy 

0w. 

0 LI 

OZ 


07 

0Z 

0W 

0z ’ 

0 = 

0Z 

0u 


0z 

0V 


0Z 

0W 

0a 

0x 

4- 

07 

0X 

4- 

0W 

0x’ 

0 = 

0z 

0a 


0Z 

07 


0Z 

0W 

0U 

Sy 

4- 

07 


4- 

0W 

0y’ 


0z 

0U 


0Z 

07 


0Z 

0W 

1 = 

0U 

0Z 

-4 

07 

0Z 

4- 

0W 

0z 


Wir multiplizieren jede dieser drei Formelgruppen resp. mit 
und addieren^ dann folgt mit Eücksicht auf die 

■öx 0y oz 

Orthogonalitätsbedingungen 163) : 
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Quadrieren und addieren wir die Formeln 165), so folgt: 



oder: 



Durdi diese und zwei analoge Rechnungen folgt somit, dass^ 

falls wir: 


setzen: 



169) 




4 - 




wircL 


Es sei mm (P eine beliebige Funk Lion von (x, y, z), dann ist: 

00 ^c0 0u 00 dv d0 dw 

Sx öu 0x öv 0x 0w 0x ^ 

170) ~ = — d0 dw 

0y 0u 0y 0v"0y' 

00 __ 00 0u 00 dv d0 dw 

dz CU. cz dv dz 0\v 0z 



Quadrieren und addieren wir diese Gleichungen, so folgt: 
0#'. 


'w) 


\2 /CfZ>-7 /C0\- 

fd0\i , 


/d0\- 

■1 -1- — +4- =D2 


^ Q 

h"“ 

; cy y \.cz ^ 

.. OU J 

cv J 

\owJ 


Differenzieren wir dieselben Gleichungen resp* nach x, z 
lind addieren, so wird: 


172) 




CU- 


ov- 


cw^ 


0 0 d0 00 

4- -7: ^/u -f- -77 — Jv -T- TT j W. 

Cu cv CW 


Wir wollen hier die Gröfsen ^v, z/w noch etwas iini” 
formen; wir diff'erenzieren hierzu die Gleichungen 165) resp. 
nach X, y, z und addieren, dann ergiebt sich: 


173) 


^u = 2ü 


oü 

0U 


4-F^ 


/ C^x 
\ CU cx 


0ucy cucz / 


andererseits folgt durch Differentiation der drei Gleichungen 168) 
nach u: 


1 

0U 

0X 

0-X 



cz 

dh 

ü® 

CU 

0U 

0U- 

ou 

0U2 

0U 

öu^ ’ 

1 

0V 

cx 

c-x 

Sy 


0z 

dh 

VS 

0U 

0v 

0V0U 

0V 

0v CU 

0v 

0V0U ” 

1 

0W 

0X 

dH 

Ir. 

cH 

0z 

dh 

VV8 

CU ~ 

0W 

cwcu 

0w 

cwcu 

GW 

0W0U 


oder mit Rücksicht auf die Formeln 165) und die beiden den- 
selben analogen Formelgruppen: 

1 0Ü 0% 0u ^ o^y CU 0^z 0u 

U 0u 0 u^ 0 X cu^ cy 0 U^ 0z ’ 

1 oV __ 0'^x cv 0^y 0v dh 0v 

^ V 0U 0V0U 0x 0V0U cy 0V0U cz 
1 0W 0W 0‘^y OW 0^Z 0w 

W 0u 0W0U 0x 0W0U 0y 0W0U 0z ’ 

und durch Addition dieser drei Gleichungen: 

J^0U 

U CU V 0u W 0 U 0 U 0 X~^ 0 U 0 y~*” 0 U 0 Z 


175 ) 
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Setzen wir dies in 173) ein. so 
^ U- &V 

CU CU 


folgt: 


Jvi = U 


oder: 


ariciiog' : 


176) 


^u-UVW 


^v = UV\V 


0 

CU 

0 


Ü3 0W 
"W 0u 

JU \ 

VW/ 


^w==UVW 


0u\WÜ 
W 


011 \ [JV 


IVir können iiiernach die Gleichung 172) 
mafsen schreiben: 


177j ^cfJ^UVW 


00 Ü 


0u \ CU VW 


/m 

0v\0Vr’ WÜ7 


c 

1 ■ 


auch folgender-- 


0 

Cw 


d0 

0W 


UV 


und wir sind damit zu dem folgenden Satze von Jacobi gelangt: 

IX. Führt man an Stelle von (x, y, z) dreifach ortho- 
gonale Koordinaten durch Transformationsgleichungen 
von der Form: 


X = X (n, V, w), 

y = y (u, y, w), 

Z == Z (Uj V, w) 

ein, so ist für irgend eine Funktion 0 von (x, y, z) 
identisch: 



gesetzt wird. 


*) Die Vorzeichen von UVW sind willkürlich; es ist auf die obigen 
Gleichungen ohne Einfluss, wenn man etwa U mit (— ü) vertauscht. 
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Die Laplacesche Differentialgleichung lautet in den 
Koordinaten u, v, w: 


C fc0 U 



g /crp w\ 

'gO" ‘ VW; 

1 ' CV cv 

üwy ■ 

'^cwicw Ü7/ 


Wir wählen als Beispiel die Transformation in Polarkoordinaten 
tb(f durch Transformationsgleichungen von der Form: 

I X = r cos 0, 

179) y =: r sin 6 cos^', 

[ z == r sinO sin^'. 

Die Gröfsen v(Uf haben hier die folgenden Bedeidungen: 
Es ist r die Entfernung des ^ 

Punktes (xyz) vom An- | 

fangspimkt 0, ferner 0 der 
Winkel, den die Richtung 

0 — >- (xyz) 

mit der x Axe bildet und 
endlich cf der Winkel, den 
die Projektion dieser Rich- 
tung auf die yz Ebene mit 
der y Axe bildet, positiv 
zu rechnen, wenn von der 
positiven x Seite gesehen, 
im umgekehrten Sinne des 
Uhrzeigers. Fig. 15. 

Die Flächenschareil: 

r == const., 

0 == const., 
cp = const. 

sind dreifach orthogonale Flächenscharen, denn es sind die Flächen 

r = const. 

konzentrische Kugelflächen mit 0 als Centrum, die Flächen 



6 = const. 



112 


dereii Spitze in 0 liegt und deren Axen mit 
der X Axe zusammenfalleii, und die Flächen: 

(f = const. 

sind Ebenen, die die x Axe enthalten. 

Es ist nach den Tmnsfc:m:d!onsg!e:cl:.u::gon 179): 


180) 


cx 

¥ 

somit wird: 


cx 

er 

0V 


, cv . , 0z . , . 

^ cosu. ^ = sinfj cosf, ==smu siiif. 


. , ey , oz , . 

— rsinO, - 7 ^;- = r cosO cos®, 777"- = r cos^i sm®, 

cO c() cfj 


cx • r • ^2 

■ = ü, “==--r sin6 siiifj, = r sinu cosf , 


181) 


1 


ov i2 f 


( — ) -r 


ü- 

■ er / 

V or J \ 

1 _ 

i i' ' f 

V . ( 

Vü - 

IwJ 

:w) ■^l 

1 


■' &y f 


[dXJ 

1 ^. — + 1 " 

. C(f^ J \ 


oz 

0r 

0z 

m 

0z \ 

d^J 


1, 

i’7 

1 9 • 9 r 

= r-^ smdj, 


also: 


182 ) 


u=l, 
v = A, 

r 

1 

W 


r sin 6 


183) 


Nach Satz IX wird also für irgend eine Funktion 0: 


0r 7 


06 


r-^ sin6 


sin^Ö \d(fi 

0 (c0 ^ . \ 0 (c0 , \ 0 7 1 d0\ 

rrlsF i +6ll (siSlaO 


und 1». 3 :r;i.-i.‘SL'.ieD;ffcreii‘:aig]“;c;;'ang’ lautet in Polarkoordinaten: 

IQU^ 1 cf . d0\ 1 020 

erV erj siiiOcöl SO Wsin 2 fj 0952 



(Theorie der 


Wir werden in diesem II. Teile die Flächenpoteiitiale: 


und die F';'.dv;.:i;d;:-err.;-?: 


2 ) 

y I»- 


wirklich zu berechnen versuchen, wenn o) eine gegebene Kugel- 
fläche von dem Radius R mit der inneren Normalen r, z uiidJI 
gegebene Funktionen der Steile auf der Kugel vorstellen» 

Wir -werden uns dabei stets zweekraafsig der Polarkoordhiaten 
bedienen, indem wir das Gentrum 0 der Kugel zum Anfangs“ 
piinkt nehmen und einem jeden variablen Punkte (xyz) die 
Polarkoordinaten r^ Öj cpi durch die Transformationsgieichungen 
zuordnen: 


3) 


X ==ri cos6i, 

y = ri sm6i cosfjPj, 
z = ri sinöj^ 


K 0 r li , Potentialtlieorie. 


8 
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Es ist dann"^) i’i der Abstand des Punktes (xyz) von 0, 
bj der Winkel, den die Richtung 

0 — (xyz) 

iiiit der x Axe bildet, und <f der Winkel der Projektion dieser 
Richtung auf die yz Ebene mit der y Axe, positiv gerechnet, 
vrenn \-on der positiven x Seite gesehen, im umgekehrten Sinne 
des Uhrzeigers. 

Die Polarkoordinaten eines Punktes der Kugelfläche 

bezeichnen wir mit R, b, (/, so dass: 

[ I = R cosö, 

4) ^ = R sinfj cos^p, 

[ s = R sinö s'mcp. 

Es ist dann die Entfernung r der Punkte (xyz) und (Jjyf) 
gegeben durch die Formel: 

r = Ux — l)'-^ -i- (y — iiyi + (z _ i, 

= V R" — 2R Tj I cos 0 cos bl + sin 6 sin öj cos {(f i — r/j } + r^, 

oder: 

5) r = VR- — 2R Fj cosr + i, 

Vv^o : 

6) cos;' = cosb cos 6, + sin 6 sin bi co 3 (g-i — cf) 

und Y den Winkel vor- 
stellt, den die Rich- 
tungen : 

{b(f) d. i. 0 — 
und : 

(bi ^i) d. i. 0 — (xyz) 

mit einander ein- 
schliefsen, 

Fig. 46. Funktionen B 

und X sind als Funk- 

iionen von b und tf gegeben zu denken: 

7 ) H=H{b,cp), 

8) ’' = *(ö,?>); 

_ '4 Man vergleiche Fig. 45; nur setze man an Stelle der dortigen Be- 

zeichnungen rt)'/ jetzt: r, !),</■,. 
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wird somit: 


, JVR2-2RriCos^ + ri'''i 


W = - /--==*_==1„.====='\ d®, 

J ' V P>^ — 2 R Fl cos / -i- Fj “ 7 

1 (R) 

wo cos^- den WeFt 6) hat und wiF von deF Identität: 

.1 .1 

8- c- 0- 

co-^ (ff) r r r 

= + -gj cos (J^x) + ^ cos (vy) 4- cos (vz) , 

.1 ol .1 

= _ r 

cS &R cjy cR 0^ 0R’ 

.1 


Gebrauch gemacht haben. 

Das Flächenelement d« der Kugelfläche können wir in 
folgender Weise in Polarkoordinaten ausdrücken: 

Wir denken uns die Kegel fj und 0 -h d6, 
sowie die Ebenen 9 und 9 -h dg?, dann hat 
das kleine Rechteck doj, das von diesen vier ^ j/ / 
Flächen aus der Kugel ausgeschnitten wird? 
die Seiten : 

AB = RdO, 

BC = R sinö dgj,. | ^ 

es ist somit: I I 

10) dö) = sinO äh äcp^ \ \ 

und falls man über alle Elemente dcö der \ \ 

Kugel zu integrieren hat, muss man \v X 


über 6 von 0 bis tt, 

1? 

über (p von 0 bis 27 ?: 

integrieren, was wir durch die symbolische Formel: 

27ir TT 

11 ) G — ) doö = 1" fPi'^ ( ) sin6 d6 df 


Fi ff. 47. 



Ilü — 


iu^drückeii wollen. Es werden hlernacli die Formeln 9): 


rr 


i I R- H (h, (f) sin 0 dO dr/ 

""3 cosF-w"r7 


i2j ! 


0 o 


ZTT rr 


^ Tr 


I o 0 

wobei nacli wie vor: 




COS?" == cosO eosO^ -r sinO sinOj cos{fi — c/). 

Als die « ..-v'.r.eLs!-.* Methode, die integTatioiien 12) wirklich 
ausziiführen. ha! sich nun die erwiesen, sowohl den Ausdruck: 

1 _ 1 _■ 

VR^ — 2 R i\ cos r + ^ 

als auch die Funktiorien und N in unendliche Reihen zu ent- 
wickeln: 


15j 


Eid, Cf ) =2ui-/„(0, q.), 

0 

(f ) (f), 

0 

l;=VaY„(o,f/), 


von solcher Art, dass die clurcli die Fornioln 12) geforderten 

27T 7t 

i ^ V) Ts (fJ, q) sin ij dO äq, 

6 0 
2tC 71 

[ I ('h ^p) Ys (ti, (p) sin 6 dO dp 
o o 

niöghclist einfach wmrden. Zu diesen Entwickelungen wollen wir 
riiirimehr :;.b r'g:-!:.;. 
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I. Absclinitt. 

Eiitwielielriräa; des Aiisr.- v in eine niieiMlliclie 
iiacii ’;:’eiteiicle Bellie. 


1 . 

Die Funktionen Fn* 


§ 1- 

Wir nehmen zunächst den Punkt (<E7jt) auf der x Axe an, 
den Tariabeln Punkt (xyz) in der xy Ebene, so dass: 


also: 


= cosO^ 


14) 


1 


I' 1 R2-2Rr, cos0i-i-r,2i 



Es liege (xyz) zuerst aiifserhalb der Kugel (R). 

14) in folgender Weise: 


1 

7"“ Fl 


1 — 2 — cos 6j -f- 



) 


1 

2 

J5 


Wir schreiben 



-^-e"r 

1*1 J 




1 

2 


15) 



^i^uri ist, wenn R < Tj ist, nach dem binomischen Satze : 


16) 






_V -A(25) /^'re + ”‘9. 

[2“ /Z(n)pl rj 


= 2“tl 


n m /R-f^_n,e, 


[2“J7(n)]2\ Fl ! 


wenn wir uns der üblichen Abkürzung:*) 

17) n{x) = i-2...x 

bedienen. 

Jlultiplizieren wir die beiden Reihen 16) miteinander und 

R. 

ordnen nach Potenzen von so wird die so entstehende Pieihe: 

•V* ^ 



konvergent sein^ wenn wir zeigen können, dass jedes ( 6 x) für 
beliebige reelle 6x Meiner oder gleich eins ist. Es ist nun nach 16): 

f (..■■■ n{2.o ) 

\Pl) rc)n JT/v.M- 3 * rOO ^ ^ ^ 


[2>^i7(n)P • [2ö/7(o)P 
i7(2n-2) J7(2-l) 


~h 


■ [2n-i/7(n-l)p [2^i7(l)] 

-r • • * 

/Z(n-f-l) i7(n-l) 


^0i(n — 2)6, 0 — i(ii — 2)6,j 


2 2 
17(n) 


2 2/7 
n(n) 


n-r- 


(e*®' + e “‘®*), falls n 

ungerade. 


22i7| 


2 



L \‘2;J 


— falls n gerade ist; 


Wir setzen, ebenfalls in üblicher Weise: 

n(o) = l, 

Glieder einer Reihe, in denen II (negativen ganzen Zahl) vorkommt, gleich null. 
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oder : 

ici\f/A\ o , fa^ cos Oi^Jalis 11 ungerade, 

19) iii(0i)=ancosii0|-ean-2cos(n— 2)0 j 4--'*+] ^ i •/ 

laiis n gerade ist. 

wo die anan^o positive Zahlenfaktoren vorstelieii und im be- 
sonderen Rü den Wert besitzt: 


1 


/7(2n) 


n 4= 0, 


20) a„ = . [-«/ycnjp’ 

[1, n = 0. 


Aus der Formel 19) folgt sofort: 

21) abs. fu (tJi) ^ abs. fu(o), 
und es ist nach 18) für ()i=0: 

_ R'v 


('-fr' 




oder: 

oder: 

irtr 

Es folgt somit: 
und nach 21): 


0 ^ 


22) fn(o)==l 

23) abs.fn(6i)^l, 

womit die Konvergenz der Reihe 18), sowie der aus dieser Reihe 
durch Differentiationen nach R oder r^ hervorgehenden Reihen 
bewiesen ist, sobald R < Fj ist. 

Nach 15) und 18) lässt sich, wie wir jetzt wissen, der Ausdruck 
1 1 


1' VR2- 2Rri cos6i + Fj 

durch die konvergente Reihe darstellen: 

1 1 p . / R\^^ 


1 Rü 


wobei die fn(6i) von der Form 19) sind: 


fü (Öl) = an cos iiOj -f aa -2 cos (n — 2) 6i + • 


ai cosüi, falls n ungerade, 
falls n gerade ist; 


■ff' 

Uao, 



sind hierin positive Zahlenfakioreip und es ist im 


die a.j an-- . . . 
besonderen: 



[ .> ^{2n) 

l 1. 


n =F 0, 
11 = 0, 


Die aus der Pieihe 24) durch irgend welche Differentiationen 
nach Pt oder Vi 1' :-:w Pteihen werden wiederum kon- 
vergent sein. 

Um die Funktionen fn(bi) der Reihe 24) näher kennen zu 
lernen, ivolien wir dieselben nicht mehr als Funktionen von Oj, 
sondern als Funktionen von: 


aiiffassen, indem wir: 


25) j«j=costi^ 


26) fJf),)==PJß^) 


setzen. Wir haben dann nach 24) für — die Reihe: 

/ r 

R 


ln \ 1 / 


1 1 

0 

und es ist, da aüg'oniein für jedes ganze 

28} cosmOj = cos“-26i+ci:4 cos“-ifJi + -.., m=i=0, 

I m=0 

(«2 «4 ... gewisse Zahlen faktoren), jedes P„ von der Form: 

Pq (/^l) = 2“ n — + Aa, + • . • 

("An,! (« 1 , falls n ungerade, 
lAn, 01 f'filJs n gerade ist, 
wo die A gewisse Zahlenfaktoren darstellen, oder: 

29) Pu(^l) — Aq, 

O 

WO wir jedes: 

30) A„,, = 0 

setzen, in dem z negativ ist, und uns überdies bekannt ist, dass: 


4- 


31) A„,„ = 


iZ'(2n) 


2-[/7(n)P 



der übrigen Koerficirnbni A bedienen wir 

nn? der Kennliiis. dass ^ der Laplaceschen Diff er ■•-.dA'.d-'-* 

' ■ r 

di=o 


Zur 


genügen muss, die wir nach Formel 1S4) des L Teiles so schreiben 
kö Pillen : 

1\ 



/ c~~ 

\ . - 

/ 

0 

/4. 

: F n. 

sin-'j, cOj 

- 1 sin bl 

da: 


, 1 

c — 
r 

1 

0 - 
r 



cÖ;""' 

Cij, 



. 1 
c - 

. 1 
c 

Y 

Cu 3 



r 

sin Oj ■ = 
^ cO. 


c- 

V 


in Ol. 


1 


.. 1 
0- " - 
r 


= 0. 


Ci 


, 1 


sin 0 

auch in der Form: 


1 


c 

—— \ öui yt ” — / = — 1 (1 — jW'i — [' sin 0| , 

cO| h ^ cf)/ ‘ ‘ ^ C.U-. ä 


1 


3-2) 


. 1 

c - 

r 

1 


- ■ (i -fb") 


1 

„i. 

0^1 J 1 — ii/ df/ 




CFi V" 'c-r^/ ■ 0|U-i 

Wenn ini besonderen, wie in unserem Falle, i\ von un- 
abhängig ist, folgt: 


o o\ 

oo) 


01 


Yi--— 

l ' 


Cu 


d 

ö ( .. r 

/I - ,u^-} 


Ca, 


- 0 , 




Setzen wir für - den Wert 27). so ist: 
r 

0 ^ 


c 

01% 



und die ..d,?:-' 33) erhält die Form: 

somit ist einzeln für jedes ganze positive n: 

34, + - 

Diese Gleichung 34j wird als die Differentialgleichung 
der Funktionen Pu bezeichnet. Wir setzen in derselben für 
Pn (ßi) die Pieilie 29) ein, dann folgt: 

X 

^ d 

^ d;«7 Au,n-2j --j-']} = 0, 

oder : 

X 

2j[n(n-Mj A„,^_2j,üi=i-2j 

^ + (1 - (n - 2j) (n - 2j - 1) A,, ,i_ 5 j -si - '-i 

- 2 (n - 2j) A^, „ _.j j = 0, 

oder: 

35) [2j (2n - 2j + 1 ) An,u_,j 

^ -4- (n - 2j) (n - 2j - 1) An, a-sj = 0.*) 

Indem wir diese Gleichung nach Potenzen von ordnen 
und bedenken, dass die Koefficienten der einzelnen Potenzen von 
ßi verschwinden müssen, erhalten wir: 


36) 


2 . (2 n — 1) Au, n -2 + n (n — 1) Au, u = 0, 

4 . |2n 3) An,u— 4 4- (n — 2) (n — 3] Au, u^o = 0, 


I allgemein: 

2j (2n— 2 j-f-l)Au,ü- 2 j 4-(n~-2j + 2) (n ^ 2 j-i-l)Au,u- 2 j 4 - 2 = 0 . 

Da wir nach 31) Au,u kennen, können wir aus 36) successive 
alle Äu,n™ 2 j berechnen, und wir erhalten: 

37) Aa n-oj=(-l)j . . n(n- l)(n-2)...(ii-2 j+2) (n-2j+l) 

—■ ’ _ nn{n)f 2J/7(j).(2n-l)(2n^3)U:{2n:-2j+l)- 

*) Da: 

n (n 4- 1) - (n - 2j) (ii - 2j - 1) - 2 (n - 2j) = 2j (n - 2j + 1). 
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Nun ist: 


17 ( 11 ) 


n (n - 1) (n - 2) . . . (n - 2j + 2) (n - 2j + 1) = 

_ .. ^ II( 2 n) 2^^™jZ7(n — i) 

(än - IHän - o, . . . C2n - 2) + 1) - ’ 

n(2n-2j) 


somit: 


38) An, a-2j = (-• Ip 


und : 


39) PnK) = p(-l)^^,r^(jy^ 


2“/7(j)/7(n-2jJ /7(n-J) 
«'(2n-2j) 


2 j) 7/(11 -j) 


i«i 


11 -2 j 


oder (wie man sofort aus 36j folgern kann): 


Zr(2n) 


n(n — i) 


40) = 


n(n ™- 1) (n — 2) (n — 3) 




= + ■ 


. 1 . 

i’ 


2 • 4 • (2n — 1) (2n — 3) 

Die Reihen 39) resp. 40) brechen von selbst mit einem Gliecle: 
Aüiit^i oder Ano 


ab, je nachdem n ungerade oder gerade ist. 

Wir können die bisherigen R.esultate etwa folgendermafsen 
zusammenfassen : 

I. Bezeichnen wir die Polarkoordinaten eines Punktes 
der Kugelfläche (R) mit (RO92), die eines aufserhalb der 
Kugel gelegenen Punktes mit (Vibifpi)^ und mit r den 
Winkel, den die Richtungen (bcp) und (biCpi) einschliefsen, 
so lässt sich die reciproke Entfernung der b ei den Punkte: 


41) 


i 

r 


__ 1 

VR^ — 2 Rrj cos r + R" ' 


in die folgende Reihe entwickeln: 

4*^) " — ~ Pg fco^ y) f") ? (R <c:ii). 
r ^ \r,/ 

Dabei sind allgemein die Funktionen Pü(x) durch 
die Formel gegeben: 



431 P,(:v( = 


//r2n| 


2 - \ll 


J'x“ - 


n(n — 1) 


■VT X“ 




^ n(n — 1) (n 2) (ii - - 3) 
2 • 4 • (2n — 1) (2n -- 3) 


H’: 




44) P„(x)==2-H- ly 
u 


/7(2n - 2j) 


= ! I ■ i ■ // 




(Keihen, die von selbst mit einem Glieder 


An,iX oder A„,o 

abbrechen, je nachdem n ungerade oder gerade ist), 
nnd erfüllen die Differentialgleichung: 

45) n (n + 1) P„ (x) + A ('(i _ xS) = o. 

Die Pieihe 42) konvergiert stets, da im Intervall: 

46) abs. [Pu(x)J < Pn(l) 

a n d : 

47) P„(l) = l 
ist. 

Z^usatz 1 zu I. Liegt der Punkt (fjOi^j) innerhalb 
der Kugel, so gilt für die reciproke Entfernung: 

1 1 
r \R'“ — 2 Pü'j cos;' + Ti“ ' 
die Entwickelung: 

Pacos/) T , {r, < R). 

0 ' ^ 


§ 2 . 

Es ist nach dem binomischen Satze: 


(x- • 


rp=y;jf_j)j , ,, 


/pj; 


x2“-2j, 



(n — 2j-f" i)x^'^~“'l 


0 


dx^ 
oder da: 

(■2n - 2jj (2n - 2] - 1) . . , (n - 2j -f- 1) = 


9 ii 


4 CU “ t ^ = V i f - 1 >j ^( n) //(2n — 2jj __ , 

" ^ ' Ji f j ) 2/ (n — j ) /7 (n — 2j ) ‘ 


d« fx'- - 1 j'i _ 


V.-r.dc'cl, wir die Formeln 44) und 49), so erkennen wii-, 
es ist: 

- - r. , 1 d“ (X2 - 1)" 

öU) Pu(x)- 27^Y-^ -- dx“ 

Die Formel 50) gestattet uns, die Integrale: 

H- 1 

^ P m (Xj Pii (x) dx 

e 

-1 


zu berechnen. Es ist nach derselben: 


+ 1 


I Pm(,0 V V. , i dx*^ dx^^ 

- v-n 

oder, falls m < n, nach in maliger partieller Integration 


1 

■"d® (x- - 1 )“ d“ (x-- 1 j “ , 


dx. 


( - D“ 


(-'dSm (x3 — 1 )m d° “ “ (x‘-^ — 


■2“+‘‘iV(m)/7(n) .] dx-“ 
-■"l 


dx“- 


dx, 


da x= — 1 sowohl für x = -f- 1, als auch für x = - 1 verschwindet. 
Nun ist: 

d 2 m(x 3 _l)m_ 


dx 2 “ 


somit: 


iF (-l)“J7(2m) |d>i-“-i(x'- 1)“ 

Ol) j Pm (x) Pa (x) dx = 2 m + ii n{Y^^{xi) ' dx"*' “ “ “ * " 


1 

x = — 1 
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Ist also: 


n = m -f- 1, m + 2, ... 


52) i Pn, (x) Pu (x) dx = 0, m 4: ] 


ist da^eg’en m=^n, so foki: 


j Pu2(x) dx = j (X'- - 1)“ dx. 


Xnn ist, wie durch n malige partielle Integration folgt : 


\ (x" — l)“dx = {- 1)“ 

J ' ^ ^ ^ l • 3 • 5 . . . (2n - 1) , 


X2n _ 1)11 -»clx. 


^(- 1)" 


2°+t ff(n) 

1 • 3 • 5 . . . (2n + 1) ’ 


2^»^^ [/7(n)P 
^ y7(2n + l) ’ 


53) (Pu=^(x)dx = 


2n + 1 


Zusatz 2 zu 1. Die Funktionen Pn(x) lassen sich in 
der Form darstellen: 

p M- ^ 

2“/7(n) dx“ 

und haben als Folge hiervon die Integraleigenschaften:. 


IPni(x) Pu(x)dx = 0, m4n, 


^Pu2(x)dx = ^ 



2. Kapitel. 

Die H tgslaltstan Funktionen Pa'ij und die zugeordneten 
Funktionen Pni. 


§ 1- 

Die Ableitungen der Funktionen Pu(x); 

dPn(x) 


P.' (x)^ 


dx 

d2p„(x) 


p.''rx)= ,-K.. 

au 

Pn':“'d:x) 


dx- 

d“Pn(x) 
^ dx^ 


54) P„(i)(x)= 0 5;i<n 

werden als die abgeleiteten Funktionen Pn® von x bezeichnet. 
Da: 

p ip /7(2n-2j) 

“ P K >2- IJQ) /7(n - j) 77(n - 2 j) ■ 


SO ist: 

P„dJ(x)=2^‘(- 0. ■■ 

u ■ 

oder da: 


i?^(2n-2j) 


„r-, (n-2j)(n-2j-l)... 

(n-2j — iH-l)x“-2j-k 


(n - 2j) (n - 2j - 1) . . . (n - 2j - i + 1) - 


mn - 2j) 

* l" ~'<Ji ' -J 


auch: 


-X 


56) p.«(x) -Si (-■ 1)1 i :ri, 

ü - 

Differenziert man die Differentialgleichung der Pn(x): 

n(n + l)Pn(x) - 2xP^'(x) + (1 - x^) P/'(x) = 0 

mehrfach nach x, so folgt successive: 
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(n - 1) fn 2)-) - 4xPn" (x) + (1 - x^) P./’' (x) = P. 

in - 2j (n + 3i P,"(x) - 6xP,/"(x) + (1 - x-)P,/‘'P(x) Ö, 


cUV){x)_ 


,d2P„(i)( 


56 ! fn-i ) fn-^i-r 1 ) fx )-( 2i^-2) x +( l-x^) 'iP " i'"' = ( > • 

diese- heifst die Differentialgleichung der riltg.-hdh o 

Funktionen Pa’P, und wir können jetzt den Satz aussprechen: 
lia) Die abgeleiteten Funktionen P,i®(x); 

P^aifx) = yj (- i)i - 2.i -i 

erfüllen die Differentialgleichung: 


(n — i)(n-i-i 4 - 


1) Pa« (x) - {2 i + 2) X + (1 -X^) 

ClX 1.1 X" 


Wir wollen zeigen, dass irgend eine andere ganze rationale 
Funktion von x, welche dieser Dii^o:x^■l^:ia^g^:•^clir:ng genüg!;, sich 
von Pii^^dx) nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden kann. 

Wir nehmen hierzu an, es sei F eine ganze rationale Funktion 
von X, die jener DifferenkrJgleiciii-.ng genügt, so dass: 

(n - i) (n 4- i 1) F - (2i + 2)x ^ + (l - x^) -j?- = 0; 

dx ^ dx^ 

wir ..i ..I’Wtd evr. diese Gleichung mit P^fi\ die Gh'icliiing 56) 
mit F und subtrahieren, dann folgt: 

(P.»g - P (1 - |P.».S-P = 0, 


oder wenn wir mit (1 ~ x-)^+i nrLiiliiilizioren und bedenken, das 

p,h) -ft _ F d^aCi) ^ d / d F _ ^ t 
dx- dx- dx\ "* dx dx /’ 


D Es ist: 


— 2^(ii— l)(n + ä), 

(n — 1) {n + 2J — 4 = (n — 2) (ii -t- 3). 

(n - i + 1) (n + i) — -i i (u — i) (n + i + 1 ). 
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auch : 


d 




dx 

(1-X2)i 




p (i) ^ 


c 


" dx 

dx 

— X“r~ - 


wo C von X unabhängig ist. 

Da F und ganze rationale Funktionen von x sind, folgt 
C = 0, und hieraus: 

F = c.P,h^ 

wenn c eine willkürliche Konstante vorstellt. 

Zusatz 1 zu Ila). Weifs man von irgend einer ganzen 
rationalen Funktion F von x, dass sie der Differe'ntial- 
gleichung genügt: 

dF d^F 

57) (n-i)(n + i + l)F-(2i + 2)x^ + (l-x3)^^ = 0, 


wo n und i ganze Zahlen vorstellen (0<;i<n), so ist 
58) F = c • Pn®(x), 


wenn c eine willkürliche Konstante ist. 

Die ersten Ableitungen der Funktionen Pa(x): 


59) Pn' (x) ^ 


=S(- 

ü 




77'(2n-2j) 


2"i7(j)J7(n-j)/7(n-2j-l) 




sind mit den Pn(x) selbst durch zwei interessante Relationen ver- 
bunden, die uns in der Folge von Nutzen sein werden. Es ist 
nach 59): 


00 

PUi(V = I]j(- 1)^ 

U 


± l-2j) ( 2n + 2-2j) i7(2n-2j) . 

V(n Vl - j) 2“/r(n -3) /7(3) /7(n - 2j) 


oder : 


QO 

60) p;+i{x)=2]u- 

0 


i7C2n-2j) 


ly (2n+l 2j) 2u77-(j)/7(n_j)/f(ir-2j) 




Andererseits ist, wiederum nach 59): 

Korn, Potentialtlieorie. 
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/7(2n-2j-2) 

P'-a _ 1 1 xj j (- i)J ^rxrr/7(j) ~n^ _ j ^z: i) n{n _ 2 j — 2) 

n{2n - 2j) 




-yjr_i)j 


vll-2j 

f(n-j) Z'(n ..-2j)' 




77(2 n --2 j) 


-■iJ yll-2j 


oder: 


bi) Pü-i(x) /7(n - j) 2J)0" 

«nd es folgt durch Subtraktion von 60) und 61): 

P ^^i(x)-P n_i(x) = (2n + 1)2-1 

oder: 

62) P'„+i (x) — P',i_i (x) = (2n + 1) Pn (x). 

Wir schreiben diese Formeln noch einmal explicite für 
n = 1, 2 . . . hin: 

P/(x)-Po'(x) = 3Pi(x), 

P3'(X)-P/(X) = 5P2(X), 

P4'(0-P2'(x) = 7P3(x), 

P'„+i(x) - P'„_i(x) = (2n + 1) P„(x). 

Addieren wir alle diese Formeln, so folgt: 

P^'(x) + P'a+i(x) - Po'(x) - Pi'(x) = 3Pi (x) + öPaCx) + TPgCx) 

+ • • • + (2n + 1) Pn{x)f 


oder, da: 


ist: 


Po'(x) = 0, 

Pi'(x) = l = P,(x) 


63) Pu (x) + P'u+i (x) =2^ + 1) Pj (0- 

U 



— ™ 

Wir die Formeln 62j und 63) als einen besonderen 

Zusatz zu II a) aus : 

Zusatz 2 zu Kaj. Die ersten Derivierten der Funk- 
tronen Pnfxj sind mit diesen durch die beiden folgenden 
Relationen verbunden: 

(2 n -r 1) P., (x) = P u + 1 (x) — P ',1 _ 1 (x), 

11 

y j f2 j + 1 ) Pj (x) = P„' (x) + P 4- 1 (x). 

0 


§. 2 . 

Nach Definition der abgeleiteten Funktionen durch die 
Formel 54) bezeichnet man weiter die Funktionen: 


p„„(x)=(vr-x2)op„ (X), 
Pnl(x) = (V]VUc2)ip^'(x), 
Pn2(x) = (Vl‘2^X^>Pn"(x), 


P„„(x)=(Vi - X2)'‘P„C“)(X), 

allgemein: 

64) Pni(x) = (Vr=:x'^)iP.(b(x), O^i^ii 

als die zugeordneten Funktionen Pni von x. 

Da die Funktionen Pß® der Differentialgleichung: 

UP (i) d^p (i) 

(n _i)(n+i+l}Pn® - (2i+2)x^^ + (1 - x^ = o 

genügen, so genügen die Funktionen Pßt der Differentialgleichung: 


(B-i)(n + i+l)^,^--(2i+2)xA 


(Vl-x^)‘ 

oder nach einer einfachen Umformung: C®) 


(Vl— x^yj 


Pni- 


(Vi-x^y, 


= 0 , 


65) n (n + 1) ■ 


1-x' 


. 2 ( ^ 


dx 


(l-V) 


dx 


:0. 


9 --= 



Hb) Die zugreordneten Funktionen: 

Piii(x) = (Vr-“^^7Pn^‘) (X) 

erfüllen die Differentialgleichung: 

In fn — I j ----- ^ P • (x:) + ^^Pm (x) | ^ 

Infoige der früher für Ph(x) gefundenen Formel: 

1 d*^(x2--l)i^ 


Pn(x) 


2^^//(n) dx^^ 


ist: 


66) P MX) - d“+Mx2 -1)- 

bb) 

Diese Formel gestaltet uns wieder, die Integrale: 

-+-1 

|Pmi(x) Pul(x) dx 

-i 

ZU berechnen, wenn m und n beliebige positive ganze Zahlen 
sind. Es ist: 

+ 1 T- 1 

i'p -(xlP ■(xtdx=r d“+i(x2-l)» d“+i(x2-l)u 

\ nn(-) n,Dj X J 2m+n/y(ni) /7(n) dx“-^^^ dl^ + i 


1 


1 


oder, falls m 'c n, nach (m + i) maliger partieller Integration 
-1 

r fl-x^V 1)“1 d^-m(x2- l)u 

I '■ ■> dx“-!-"«" "J 


9ni4-a 


/7(m)i7(n} dx«^+i 


- 1 

4-1 

___ r (— l)“IZ(m 4- i)i7(2m) — l)n 

- j 2öb4i"'“^(n7Z]) 

- 1 


dx. 



da; 

dm^i 

dxm'-H' 


.2,1 d'“+*(x2 - 1)“ 
dx^ 




^ (- 1)' 2m (2ra - ]) . . (m - i + l)iJ(m4-i), 
^(ni 4- i) 

/7(m — f) 

Vergleichen wir die so gefundene Formel mit der Formel 51) 
für das Integral: 


= (- l)i /7(2m) 


— y- X 

[p,„(x)P,.(x)dx, 


so fol^t: 


-H 1 -j- 1 

67) fPmi(x) Poi(x)dx = fPm(x) P„(x)dx, 


oder: 


/7(m-i) J 
- 1 


68 ) 


|”Pmi(x) Pui(x)dx = 0, md^n, 
-"l 

fp„r(x)dx- ^ "(» + 0 


1 


" 2n + 1 /7(n — i) 


Zusatz zu Ilb). Die zugeordneten Funktionen Pni(x) 
lassen sich in der Form darstellen: 


13 ,„,_(V1-X2)i d“ + ifx2-l)“ 

2“/7(n) dx“+i 

und haben als Folge hiervon die Integraleigenschaften: 


+ 1 

jPmi(x)P„i(x)dx = 0, m#:n, 
- 1 


+ 1 

JPni2(x) dx = 


2 /7(n + i) 

2in- 1 iZ(n — i) 


-1 



134 


3. Kapitel. 

Die allgemeinen Xugelfunktionen Ynl;«, y). 


§ 1. 

Man definiert den Ausdruck: 

n 

69) YJß, (f) = A„ 0 Puo(,«) -i- 2 ‘ f cosif/ 4- B„i siniy | , 

1 


in dem die Ano Ajji ■ * - Ann Bui Bus • • • Buu beliebige koo” 
stanten sein können, als eine allgemeine Kugelfunktion nter Ord- 
nung von [I und cf. Jede Kugelfunktion nter Ordnung Yu(jii, (f) 
enthält somit (2n + l) willkürliche Konstanten, und erst eine 
bestinamte Wahl derselben macht (f) zu einer völlig be- 

stimmten Funktion von jjb und (p. 

Da jedes Pnitft) der PifTcre.lia'glcic'.i.i.ig genügt: 


n(n ■+ 1) - r, 

1 — 

erfüllt jeder Ausdruck: 


Pni (p) + 


dft 


(1 - 


d p ni (i^) 
d/a 


= 0, 




die Difforeirtialgleichui-g: 

0 


n (n 1 j (p -h 




iPni (iU/) sin i(f 

. 0^/^'l 




da 


1 

— d(p'^ ’ 


und da sich Yn(f/-, cp) aus Ausdrücken von der Form W additiv 
zusanimensetzt, so muss Yn(ft, (p) der Differentialgleichung genügen: 


70) n(n 4- 1) Ya + 


0;tt 


(•1_^2)SYu 

0^ 


1 — d(p^ ’ 


weiche als die Differentialgleichung der allgemeinen Kugelfunktionen 
Yn (p, g)) bezeichnet wird. 

Wir erhalten den Salz: 

IIL Die allgemeine Kugelfunktion nter Ordnung: 

n 

f) = AaoPnoC/^) +2^ PniW {Am COS i^? + Bni siulg)] 

1 
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genügt der Differentialgleichung: 


nfn -f- 1) Yu • 


C{L 




1 sn'n 

1 — C(f- 


:0. 


Es sei nun: 


§ 2. 


71] Yjiiß^f (fj = AnoPnöW I Ani cosic/' + Bnf siii j 

1 

irgend eine aligemeine Kugelfunktion n ter Ordnung, 

in 

72) Hjii (fl , (f ) = 0 Pm 0 Pm i ( ^') {^m i COS 1 i sill i (f‘ | 

1 

irgend eine allgemeine Kugelfunktion mter Ordnung von ß und (f. 
Wir suchen das Integral: 

-i-^1 2n 

^ i f/nv(i«, (f ) Yn(fr, (f ) cVclf/ 

-io 

zu berechnen. 

Es ist ziinächst{2^) als eine Folge der Formeln: 

( 27t 

^ cosj^ coss^' dif = 0, 

e/ 

0 

2n 

^ sin j ^ sin s (f d^ = 0, 

e.' 

o 

;3) 1 


j 


27t 

j sin^j q)dcf = 7T, j =1= 0, 


25T 


l^cosj^ sinsg:' d^ = 0: 


l 0 



74) I Hj^ (ß, (f) Yn C«', (p) ä(p = 2nAno 4lO PilO M Pmo(rt 
0 ni 

i Pjil P Uli (jW) I Aiii ^mi Piii -^mi]'? 

1 

Integriert man nochmals nach ^ zwischen den Grenzen (— 1) 
mid f'-h 1), so folgt: 

hl 27t 

f |n{,«, (jP) «Pj d,“ dy = 0, m^n, 

•>' iJ 
1 0 

■rl 271 

i I Yn (,« , f) ffu (fl, 9 ) d^i d<p 

l 
\ 


iO) 


— 1 0 


■ lo A V yi n(n + 1) 

■ 2 n + i r^“'' “"'^2 / 7 (n-i) 


— [Ani ^ni + Biii ßii i] h 


1 


mit Pdicksicht auf den Zusatz zu II b). 
Zusatz zu IIL Sind: 


Yn (ß, (p) = Aß 0 Pn 0 (i«') -4-2' Pni M COS 1 ^ + Bßi sin i (p | 


m 

Hj^(ß, f)=^moPmo(^') +2' {-^niiCOSi^-+-J5niiSmi^| 

1 

zwei allgemeine Kugelfunktionen verschiedener Ord-» 
iiii!ig\ so ist: 

4- 1 27r 


[ j Yn (//, <p) Hm ([i, <p)dflä(f! = 


0 . 


1 0 


Sind: 


?') = ^no PiioCa) Pni {ß) { Aßi COSifj? + Bßi 


1 

n 


Hniß, fj “-^no PiioCm) 4-^i Pn\(ß^) {^ui COSi^ + ^niSinif>| 

1 



zwei allgemeine Kugelfunktionen derselben Ordiiiing\ 
so ist: 


-rl 2n 

I I Yn (f>} Hj, dfi (l(p 
™ 1 o ^ i 

"" ' 20+1 1 2 ^ ” 0 


. Hin + i) 
"nin^ 


4- Bni^iiiJ 


1 

1 


4. Kapitel. 

Entwickelung von -J- in eine nack allgemeinen Kugel- 

funktionen von g) fortschreitende Reihe und einige 
Folgerungen dieser Entwickelung. 


§ 1- 


Es sei, wie früher, (5??^*) resp. (ROg) ein Punkt der Kogel- 
fläche, (xyz) resp. (ri^ig-i) ein variabler Punkt aufserhalb der 
Kugel, r der Winkel der Richtungen (Og) und (Ojgi), so dass 
(S. 124) für die reciproke Entfernung der beiden Punkte die Ent- 
wickelung gilt: 





wobei : 


77) cosy = + rvi cos(g — gi), 


wenn man noch: 


78) 

setzt. 

Es lässt sich nun: 



== cosO, 

== COSÖj, 


V = sin 0, 
Pj = sin 6i 


Pu +PVi COS ((p — ^i)) 

für ganz beliebige Werte von iUi, die gar nicht zwischen den 
Grenzen (— 1) und (~hl) zu liegen brauchen, in der Form darstellen: 
n 

'^ 4 Yni Pni(f<') Pui(i^i) COsi(g g^), 

0 

wo die Cui Konstanten vorstellen. 



Wir wollen dies beweisen i:nd zugleich die Konstanten e„i 
zu berechnen suchen. 

Es ist zunächst, da Pn eine ganze rationale Funktion seines 
Argumentes ist: 

P„ -4- vv^ cos (f/ - y'i)) = Fao + cos {(f - ^i) F,u 

+ [vy, COS{<f - (f{)Y Fn2 H b [»'»'i COS(^ - (fJY 

wo Fao Fjii Fn 2 • • » Fun gatize rationale Fünktioiien von ^ und 
vorstelleii. Da ferner für jedes beliebige ganze 

cos® {(f — fl) == ccq cos m [f - fl) -f- ^2 cos (m — 2) (f — f^) ^ ^ ^ 

wo cfg ... gewisse Zahlenfaktoren vorstellen, und alle geraden 
Potenzen von p und Pi ganze rationale Funktionen von ^ resp. Hi 
sind, können wir die obige Formel auch so schreiben: 

Pü (/^^i COS(f/' — fl)) = fno + klVVi cos{f — fl) 


-f fu2 C0S2(V/ ~ fl) f- fnn COS TI {f — fi), 


oder : 

^ 9 ) Pn(.aiWi 4 - 


11 

cos (ff — ffi))==2' fiii^'^Fcosi((f — fl), 
0 


wo die fni ganze rationale Funktionen von ^ und fjji sind, die 
überdies in bezug auf ii und symmetrisch sein müssen. 

Zur Berechnung der fni bedenken wir, dass für ganz be- 
liebige X die Funktion Pn(x) der Differentialgleichung genügt: 


80) n (n + 1) P, (X) - 2x + (1_- x^) ee 0, 


und als eine Folge hiervon ergiebt sich die Identität: 


81 ) 13(11 4 - l)Pii(iaiUj -i- pyiCOs{f— fl)) 

^ dPn 4 - PPi cos (ff - fl))' 


0 




Cp‘ 


1 S 3 Pn(^,jUj+vv,cos(c/. 

^T-ft.2 ■“ 0^2 

denn diese Gleichung geht durch eine einfache Umformung (“®) in 

die folgende über: 





e (n -h 1 ) Pji ~hvvi cos Uf — ^| ) ) 

*— 2 (ji -f- V i\ cos ( (f — f/j)j Pji' (.U/LX.J 4- cos — f/j ) ) 

-f- [l — (iCi/ij + FFj cos {(f' — ^'i))'2] Pa'" ,« 1 4-J^ 1^1 cos (gp- f^i)) = 0, 

die nach 80) identisch erfüllt ist. 

Setzen wir in die Gleichung 81) den Wert 79) von 


ein, so folgt: 


Pn (.«'.«1 + cos {(p — ^i)) 


n 

2 i >'i ‘ cos (93 - y 1 ) |n (n + 1 ) vi f„ i + - V 


U 


und hieraus einzeln: 




= 0 , 


82 ) n (n + 1 ) f,,;- 


dpi 






Diese Gleichung geht durch eine einfache Umformung (''^^) in 
die folgende über: 

83) (n - i) (n + i 4 - 1) fni -(2i 4-2),« -l- (1 — i«^) ^^- = 0. 

Nach Zusatz zu Ila) muss hiernach fni von der Form sein: 

84) fni=GaiPn^i)(^), 

wo Gni von [M unabhängig ist, oder, da fni in bezug auf und 
Pi symmetrisch ist: 

85) fni ~ Gni P {[^) P 

wo die Giü Konstanten vorstellen. 

Wir erhalten aus 79) und 85) die Formel: 

86) Pn(^'^l + COS((f — <fj)'^ 

n 

= 2' i M (f^i) cos i (<p - 93i), 

U 

oder : 

n 

87) Pn (.«fti4-vvi cos(c/- 9;,)) = 2‘ (ft)cosi (y - 9>i), 

ü 
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wo die C„| Zahlenfaktoren sind, die wir nuiimelir berechnen 
iToIleiK die Formel 87) gilt für ganz beliebige Werte von p. und 
Wir setzen: 

== /Ol 

und: 

dann folgt aus 87): 

n 

Pn,V--(l-;^^)cos(y-y,)j (- 1)‘ C„i P„i^(^.)co3i (<p - cp,). 

ü 

■^\ ir dividieren durch und lassen ij, unendlich wachsen 

dann wird: ^ 


SS) Hm ^j/^^-(l-.^^)cos(y- y.,)i 

a=: « 

n 


89) 


Nun ist (man vergl. Formel 43)): 

liui ^’*t«^-(l-,«-)cosf(p-y.,)in ^(2n) 


|/iln)j 

~ n( 2n) ;9 ^ [^(n)P ] 

: [nnir^wj { f ' n(^-imn+i) - v ^) |, 


da: (ä^) 

90) [l-l-cos(f/! — y,)]“ 


(i 4_ 9'V- [^(n)]^ 

2“[/Z(n)]W + 'mn^}WnTr) ' ^i) 


Andererseits ist (man vergleiche Formel 55)) 

E lim 

U=:oO 

= (-l) 


91) 


lim MOl: 

U = „ /i2n - 


2 “ 


<“■ 

n{2n) 


( 1)' iV J> 
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machen wir die Substitutionen S9) und 91) in S8), so folgt, wenn 
wir den gemeinsamen Faktor: 


fortlassen: 


' 2 ^ 77 (n) 


92) 


^ 1~ I 1 oVi — 

i7(n) I ‘ /7(n - i) /7(n 4- i) 


cosif^ - ^i) 


_V-r cosi(>-jp,) 

^ -W 


lind hieraus einzeln: 


f ^-<110 — 

Ir _ o ~ ’) 


i =1= 0. 


Damit haben wir die Koefficienten Cni in der Formel 87) 
berechnet und können nun die Formeln 76), 77), 87), 93) in dem 
folgenden Satze zusammenfassen: 

IVa) Bezeichnet y den Winkel zweier Richtungen 
(6y) und so besteht die Formel: 


n 

94) Pu (cosr) Piii(.«l) COS i(^p — (fl), 

u 


und die reciproke Entfernung eines Punktes (Rbcp) der 
Kiigelfläche (R) von einem äusseren Punkte (^61^1) lässt 
sich in der Form darstellen: 

95) Pni (,«i) ( ^ fcos i {<f - (f l), (R < ri). 

r VR/ 

Dabei ist: 

= C0S6, 


und : 


fi'i = cos Oj 


QlO 

Cui 


O -^(n - i) 

" nin + \y 


i =1= 0 


zu setzen. 
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Zusatz 1 zu IVa). Ist (rJJiyi) ein Punkt innerhalb 
der Kugel (R), so lautet die Formel 95): 


96) 


r R 


1 CO n 

Cni Ptii(p) Pili (^<'i) ( w) COsi(f/> — ^j), (rj < R). 

(J U 


Zusatz 2 zu, IVa). Die Formeln 94), 95), 96) lassen 
sich in der Form schreiben: 

97) Pa (cosy) = Yn (p, (p), 

98) -J = f 2u Ya rp) (^J, (R < r.) 

99) ~ V) , (i’i < R) ; 

dabei ist Yn{p,p) eine allgemeine Kugelfunktion n ter 
Ordnung von p und p: 

n 

100) Ya(jtt, ?p) = AnoPno((M')+2‘ ^ni ((u) { Aui cosi^ + Bai sin if/) 

1 

in der: 


101 ) 


Auo P uü(/^'l), 

§(hTl") cosi^i, 


P _QZ7(n-i)r, / ^ . . 

ßa, - 2 Pni(|Ui) sini^Pi 

zu setzen ist. 

Zusatz 3 zu IVa). Bezeichnet man mit v die innere 
Normale der Kugel im Punkte (5^71) resp- (Rö^), mit r die 
Enifernung und Richtung von (J^t) nach einem äufseren 
Punkte (riOi^i), so ist: 


gl 

jQO) cos (rv) r 

r2 - SR 


1 00 ^ 

^ “KaS“ V) (7-) , (R<ri) 


Bezeichnet r die Entfernung und Richtung von 
nach einem inneren Punkte (rid^p^), so ist: 



— 14 :-^; 


1Ö3, 


r 


1 Ä 
0 


l)Yn(>, (f‘) 


h] 

Pj 


(r,cR). 


In beiden Fällen sind die durch die Form ein- 

100 ). 101) definiert. 

Die Formeln 98) bis 103) lösen die Aufgabe, die Ausdrücke: 


1 , cos(rj^) 

— und 

r 


in Reihen zu entwickeln, welche nach allgemeinen Kugel funktionen 
Yon ff, (f< forlschreiten. 


§ 2. 

Die aus dem Zusatz 2 zu IVa) hervorgehende Eigenschaft 
von Pn(cosr) als einer allgemeinen Kugelfunktion Yn(f^, <'/*) 
uns in Verbindung mit dem Zusatz zu III eine wichtige Formel 
für das Integral: 

2t€ 4-1 

I JPu (cos/) i/m (w, (f) 

0-1 

in dem 9) irgend eine allgemeine Kiigelfunktion mter Ord- 

nung von cf< ist. 

Es folgt zunächst: 

271 4-1 

104) j j Pn (cos/) i/m Ca-, (f) dfidf = 0, m n, 

0 —1 

falls die Ordnungen m und n der Funktionen üm und Pn(cos/> 
verschieden sind. Andererseits folgt, wenn die Ordnung der 
beiden Funktionen dieselbe ist, also für eine Funktion: 

n 

105) HJß, f^) = -/iioPiio(/^) + 2' cosiy 4- sini^l 

1 


die Formel: 
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27r -f-l 

106) f fp n (cosy) (f) diid(p 

e-' e,' 

0 -1 ^ 

^ 2 n +T I ^“0 + 7?|t7— T) + Bui'^’iu]| , 

wobei für die 

-^nö -'^11 1 • • • Aim Bxii . . . B|xii 

•die Werte 101} einzusetzen sind. Thun wir dies, so lautet 106): 

27r -f-l 

\ I Pn (cos r) (i«', d,(i d^ 

fj 

0—1 

_ 47r I _ ^ 

“"90 1 M l-^/iiiCOSir/)i+^inSillif/)i 

l 1 

'Oder: 

27r -f-l 

107) j jp„(cosy)ff„(^,,r/)d;.,d^ = ^^-J--7y„(^^,y^ 

0 —1 

IVb) Versteht man untere den Winkel zweier Rich- 
tungen*) (^, 5 p) und (^ 1 , 95 ,) und unter (|tt, 95) irgend eine 

aligenieine Kugelfunktion mter Ordnung von ^ und w, 
so bestellen die Formeln: 

Oft -f- 1 

/' r» 

I I Pu (cos;^) g)j d^d(p = 0 , m 4 = n, 

i'' e>' 

0-1 

2 n: -f- 1 

J j P„ (cos/) (fl, 5P) d^ dcp = H, (f,, , 9,, ). 

0—1 


') Diese abgekürate Schreibweise dürfte wohl keinen Zweifel zulassen. 


1 
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Dieses Resultat gestattet uns bereits, in besonderen Fällen 
■die Integrale; 

v=r— 

) r 

(R) 

W = (z^^d« 
r-“ 

(R) 

ZU berechnen, nämlich, falls H oder sich als Kiigelfunktioneii 
(f? f/j darstellen. Sei zunächst: 


108) 

dann wird (nach 11}): 

2n n 

V = ( Cr- (-W., (f ) sin 6 dt) dr/, 

J J ^ 

0 0 

oder, da sich die symbolische Formel 11) auch so schreiben lässt: 


2 fr 4-1 

109) = f (r^ 

e J J 

(R) o - 1 

auch : 

„0) v_f dH?. 

0—1 


Setzt man hierin für ~ den Wert: 

r 


1 1 ^ -n / \ /ü \ 

1 ii^ \h/ 

^ein, so erhält man für äufsere Punkte (riöifj): 

2n: +1 

R F,u {(i, (p)2 “ Pu (cos r) (-- j d,u d^F, 
n '^1'' 


Ivo TB, Potentialtlieorie. 


10 
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oder nach IVb): 

111) v = 9,)(— j , (R<ri), 

für innere Punkte (Ti<ji^i) ist in 110): 



einzusetzen, und es wird: 


2:t + 1 



oder nach IVb): 

112 ) 


V 


dzrR 
2m 4 - 1 



Zusatz 1 zu IVb). Das Flächenpotential 

(R') 

einer Kugelfläehe (R) hat im besonderen, wenn sich H 
als eine allgemeine Kugelfunktion beliebiger Ordnung: 

H= (fl, 9>) 

darstellt, die Werte: 

„ 4:rR . fR\“ + i ... 

^'‘""2n+l äufsere Punkte (riOj^Pi), 

4 c 7 t R, / r '■ 

innere Punkte (riöi^i). 


Es sei nun in dem Integrale W: 


113) 

dann wird (nach 109): 

27r +1 

1 14) W = j j^R^ ii,, <p) dy. 

o -1 
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ietzt man hierin für —4^ den Wert: 


cos (r»-] _ r 

--72-“ = -gfr 


'P..{cosr)7R<r,), 

fl ^ \r,J 


SO erhält man für äiifsere Punkte (rihi(fi}: 
27r 4- 1 

2 fR + ^ 
0 


j / “ 11 “T 1 

W = -J P„(eo3r)d.udg-v 

0-1 “ 

oder nach IVb): 


115) W: 


471 m 


2m -f- 1 


(i^n 9i) 




, (Rcrj). 


Für innere Punkte (riOi^-i) ist in 114): 

.1 

c 

cos (vp) __ 


r- 


0R 


^ ^ ^ 2“ ( g) (cosr), ih < R), 


einzusetzen, und es wird: 

27r 4- 1 

r c y ^ n 

w = g5)2°(n + 1) ( )4J P« (cosr) dfi d^p, 

J J. t\ \ / 


0 —1 

oder nach IVb): 


m 4- 1 


116) W = +4u Ha, iii„ (Pi) (^-PJ , (ri < R). 

Zusatz 2 zu IVb). Das Flächenintegral: 

f cos (rv) , 

W = \ x dcö 

(R) 

einer Kugelfläche (R) hat im besonderen, wenn sich x 
als eine allgemeine Kugelfunktion beliebiger Ordnung: 

x^^Haiii, q>) 


io-^= 


darstellt, die Werte; 
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n / R 'i ^ ^ 

= ^/'i)(— J für äiifsere Punkte (riOiyi) 

B -f- 1 

Wi = 47r2^^ffn(^(i,yi)|-^j für innere Punkte (ViOjCf,). 

Ganz besonders einfache Werte erhalten V und W, wenn H und 
z sich auf Kugelfunktionen nullter Ordnung, also auf Konstanten: 

117J ( ^ = -^0’ 

I J< = Xo 

reduzieren. In diesem Falle wird: 


118} 


V, 


4:71 R- 


H, 


0? 


[vi=47rRfro; 

^ a = 0, 

l Wi = 4nrxj. 

Die Formeln 119) waren bereits nach Satz lila) und III b) 


119} 


des ersten Teiles zu erwarten. 


II. Absclmitt. 

Über die allg-eiueine Eutwickc-liriig von Fniiktioiien 
der Stelle auf der A7:ae!:f!Kei: 3 in Reihen, die nach 
allgemeinen JuigelfiroMionen fortschreiten. 


1. Kapitel. 
Zwei Hilfssätze. 


§ 1 - 

Es seien F(x) und Ö)(x) zwei Funktionen von x, die im Intervall 


Xi <: X < Xj 

abteiiungsweise Stetig sind, und man wisse von der Funktion F(x}, dass 

■“! fortdauernd 

^ ^ wächst oder fort- 

dauernd abnimmt. 



Wir teilen das InterTall x^Xo in n Teile: 


Xi Ri : Ej a2 : . • . ; Qu ~ i ^2 , 

und zwar mögen die Trennungspunkte von Strecken, auf denen F und 
stetig sind, zu den Teilpmikten Uj ... geliören, bj bo . . . ba seien 

irgend welche Punkte dieser n Teilintervalle, dann ist nach seiner 
Definition : 

120) F(x) <Z)(x) dx = lim Vj F(bi) ©(bj) (aj - a, _0, 

J 11 = 00 

Xj ^ 

wenn wir noch: 

a(| = Xi : au == X 2 

setzen. 

Die Formel 120) können wir auch so schreiben: (^ 2 ) 



oder auch so: 


n 

F(x)©(x)dx = lim 2iF(bj) 

J 11 = 00 

“ X 2 X 2 - 

j © (x) dx — 1 © (x) dx 

1 

■1 

-aj_i Oj 


X- 

Nun ist: 
n 


x.> 


— lim ^3 F(bj) ( 0{x) dx = F(xi) ( (^dx — lim F(bj) ( 0{x) dx, 

ü = CG ^ J J u = 00 - . d 

aj xj ^ aj ■ 

X 2 X 2 

= F(xi) ( ©dx— lim^jrCbj-i) (©(x) dx, 


'J 

Xi " aj_i 

bo = Xi 

setzen. Die Gleichung 121) geht so in die folgende über: 


wenn wir noch; 


^2 n ^^2 

122) f[F(x)-F(Xi)] ©{x)dx = lm 2j[F(bj)~F(bj_i)]J ©(x)dx. 
xi ^ aj_i _ 



150 


Wir bedenken nun, dass F you Xj bis X 2 entweder fortclaiieriici 
wächst oder von bis Xg fortdauernd abnimmt, so dass in 
beiden Fällen alle: 

P(bj)-F(bj_x) 

dasselbe Vorzeichen haben. Es wird somit nach 122) :p^) 

X.2 

1-23) f[F(x) - F(x,)] 0(x) dx = M • 

Xi 

wenn M einen Mittelwert der Integrale: 

|'®(x)dx, j = l, 2...n 

Sj-l 

vorstellt und als solcher von der Form sein miiss:(‘^'^) 

Xo 

124) M = r 0(x) dx, Xi ^ Xo. 

Q 

Die Formel 123) erhält so die Gestalt: 



^2 Xo 

|'[F(x)-F(Xi)] ®»(x)dx = [F(x2) — F(xi)]|'@(x)dx, 

oder: 


^2 ^2 ^2 

|f(x) 0(x) dx = F(x2)Jö)(x) dx + F(Xj) Jö)(x)dx-f®(x) dx 

o -X, n 


oder schlielsllch: 

Xo 


^2 Q X2 

125) l'V(x) ^(x) dx = F(xi) I 0(x) dx 4- F(x2) |'^(x)dx, (x. 





Hilfssatz 1. (Mittelwertsatz von Du Bois-Reym oiicl ). 
Bezeiclinen F (x) und <2> (x) zwei Funktionen von x, 
die in dem Intervalle 


al3teilLing3weise eindeutig und stetig sind, und wissen 
wir ferner, dass die Funktion F von X| bis Xo entweder 
fortdauernd wächst oder fortdauernd abnimmt, so gilt 
die Formel: 

X2 Q '^2 

(f (x) 0 (x) dx = F (xi) (ö) (x) dx + F (x^) ( O (x) dx, 

X, Xi" Q 

wo Q einen zwischen Xi und Xo liegenden Wert von x 
vorstellt. 


Wir hatten früher die Formel erhalten (Formeln 87), 93)): 


126) Pn (/a-Fi + VI - ft'“* VI — IJ'i- COS(p) = PnCft) Pa(i«i) 

+ 2i 2P„j(fi) PM cosicf, 


wenn wir nur in der früheren Untersuchung cpi == 0 setzen, und 
zwar haben wir diese Formel für ganz beliebige Werte von 
ft und abgeleitet. 

Wir integrieren diese Formel nach (f zwischen den Grenzen 
0 und 2 TT, dann folgt: 


2 ft 

I PuCF'Fi + Vl — COS^') d^ = 27T Pn(f^) PiiG%); 

0 

wir dividieren noch durch und lassen unendlich wachsen, 
dann ergiebt sich, da: 
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iirn 

’J.. = 'CO 


fl- Vi - eosy) 


i“i 


II(-2n) . . . 

2”[/Z(n)f + 1 1 1 - cosf/i)'‘, *) 


lim ?iLW_ _ "(ülL, 
2»[/7(„)Js 


aus der letzten Formel: 


ZTV 


\ (i-i 4- i VI - cos Cf y dcp ^271 F,, 


oder: 


ctt 


I27j (fl) = ± i yi _ 

0 

Da nun der reelle Teil von 


cos (pY 


{f, zfc i Vl — . ^2 (.Qg 
seinem absoluten Werte nach 


so folgt: 


i V" + (1 — cos^cp ■)“, (— 1 : 


’ + 1), 


1 r. 


:7r 




V") Unter i verstehen wir hier die imaginäre Einheit. 

].> ^^ällen zu sehr einfachen Ab-^ 

leiruiigen der Eigenschaften der Funktionen P fYl TTm n • • i 
führen: Es foW ans 1271 nl... 


also auch : 
oder: 


folgt aus 127) ohne weiteres: 

^n(-^) = (-lf PnW, 

Pn(-l)=(-l)"P„(l) 


Formeln, die man natürlich auch aus den früher. 

kann. 


i’u(-l) = (-l)“. 

üheren Untersuchungen ableiten 



oder auch, da das nach (p zu nehmende Integral für alle 4 Qua- 
dranten gleich ist: 

rt 

129) abs, FJß) -< cos-f 

o 

(- 1 ^ ft < -f- 1). 

jT 

Wir teilen das Iiitegrationsintervall o bis in zwei Teile: 
von 0 bis 8 (6 =|= 0), 

und von £ bis 

dann ist im ersten Intervall: 


im zweiten: 


cos - 9 <; 1 5 


COS^ cp <Z COS“ 


und es folgt aus 129): 

€ 

abs, (\ft^+(I — ft'")) 

0 


oder : 

130) abs. Pn(ft} 


TU 

T 


9 

_|_U1 

TU 



- ft2)Qas2 5)^ d^, 


8 


2 2 

— « 9-1 

TU TU 


(TU 

l 2 


-*)(\V + (1 -|it=)cosäef- 


Da nun, wie klein wir auch « machen mögen, 

^3 + (1 _ ^2) cos^s < 1, (^^2 < 1). 

so folgt aus 130), dass wir durch Vergröfserung von n und Ver- 
kleinerung von s PnCO unter jeden beliebigen Kleinheitsgrad 
herabdrücken können, wenn nur f«® wirklich kleiner als 1 ist, im 
übrigen aber beliebig nahe an diese obere Grenze heranrücken darf. 
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Hilfssatz 2. Die Funktion 

(.«) 

kann durch Vergröfserung von n unter jeden Kleinheits- 
grad herabgedrückt werden, falls nur n in strenger 
Weise der Ungleichung genügt; 

r < F 

wobei es aber seiner oberen Grenze (+1) und seiner 
unteren Grenze (—1) beliebig nahe rücken darf. 


2. Kapitel. 

Die Laplacesche Entwickelung nach allgemeinen 
Kugelfunktionen. 

§ !• 

Wenn wir wissen, dass sich eine Funktion auf der Kugel- 
fläehe: 

f iß, ff ) 

in der Form darstellen lässt: 


131) = 

ü 

WO die H^{ix.(f) allgemeine Kugelfimkiionen von vorstellen 
lind eine konvergente Reihe bilden, so gestattet uns der Satz IVb), 
die als bestimmte Integrale darzustellen. 

Es sei nämlich (p^u^Pi) irgend ein Punkt der Kugelfläclio 
und y der Winkel, den die Richtungen (^, (p) und cpi) ein- 
schliefsen, so dass: 

1 32) cos 4 - V 1 — V 1 — cos {(p — 9 : 1 ) ,* 

wir multiplizieren die Gleichung 131) mit 

Pin (cos/) df/, m = 0, 1/2 ... 

und integrieren nach p zwischen den Grenzen (— 1) und (4- 1) 
und nach (p zwischen den Grenzen o und 2n^ wobei wir von 
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vornlierein aiinelimen wollen, dass f(6, f) auf der Kugelfläciie 
abteilungsweise eindeutig und stetig istj dann folgt mit Hilfe toü I\ b) : 


133) 


271 -4-1 

[ I f(f), <p) Pm (cosr) äl^äcf = Vi)-. 

e-' €,' 

0 —1 

m = 0, 1, 2 ... 


Man kann somit 131) auch so schreiben: 


2tt 4-1 

134) f(6i, fl) = 2“ f 

^ "" 0 -4 

oder auch: 

2jt 4- 1 ^ 

135) fl) = 4“ f i K'h (“” + 

o -i <j 

Diese Entwickelung, welche als die Laplacesche Entwickelung 
nach allgemeinen Kugelfunktionen bezeichnet wird, hatte zur 
Voraussetzung, dass die Ir.tegralo: 


271 4-1 

Ij ff (fj, f) Pn (COS r) c\[l df 
O -1 

eine konvergente E.eihe bilden, und es erhebt sich die Frage, ob 
diese Bedingung nicht für jede Funktion f(0, y), welche auf der 
Kugelfläche abteilungsweise eindeutig und stetig ist, von selbst 
erfüllt ist, so dass die Entwickelung 13o) nach allgemeinen 
Kugelfunktionen (^■^) allgemeine Gültigkeit hat. 

Dies soll im Folgenden näher untersucht werden. 


§ 2. 

Wir wollen Zusehen, ob die Summe: 

2^ +1 n 

136) = ^ ( j f (ö- 9) 2' 
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äineni bestiaimten Grenzwert mit wachsendem n zustrebt, und,, 
wenn dies der Fall ist, diesen Grenzwert berechnen. 

Wir führen zunächst ein neues Koordinatensystem (x'y'z') 
ein, indem wir die positive x' Axe vom Centrum der Kugel nach 
dem Punkte (ßj (pi) liinlaufen lassen. Die Poiarkoordinaten eines 
Punktes (ßß) seien in dem neuen System pi' (fi\ dann wird: 

137) cos f(0, (f) = F(^/, ^/) 

und : 

= — I i (f ') 2*^ (2j + 1) Pj cYdcp'. 

'o~\ 0 

Nun ist nach Zusatz 2 zu Jla): 
n 

(2j -T- 1) Pj(ft' ) = Pü (fl') + P'y^J^l(fl')^ 

0 

somit: 

1 59) 1 , 

Y/o : 

2n: -fl 

14Ö a) .7>, = A j J F (p', Cf ') P,' ((,') fl^' dg,', 

0 —1 
271-1-1 

140b) '44^1 = ^] jF(f.',g>')P', + i(^')d^^'dg)'. 

0 — i 

§ 3. 

Wir wollen zunächst von der Funktion f nicht blofs annehmen, 
dass sie auf der ganzen Kugelfläche eindeutig und stetig isf 
sondern auch, dass sie auf jedem Hauptkreise abteilungsweise 
monoton ist, d. h. sie auf jedem Hauptkreise eine endliche Anzahl 
Maxima und Minima besitzt. 

M^ir können dann für jeden Meridian cp' das Integral : 

+ 1 

141) Jn = I" F (/!,', Cf') p„' {fl') d^' 

— i 

in folgender Weise umformen: 



Wir zerlegen das Intervali (— Ij bis f-r 1 ) in eine encllidie 
Anzahl (X-f 2 j Teiliiitervalle: 

— 1 bis — 1 -f" 

— 1 -4- c „ , 

3-1 r ^2 


ax — 1*7 1 

1-^7, 1 , 

so, dass in jedem Teilintervalle F fortdauernd waciisend oder 
fortdauernd abnehmend ist, dann folgt: 


142) 


- 1-4-f 

Jn=fF(,u',9:0 P,' Ca')d/ 
-1 
1 

1 — s 


N 


■wenn wir noch: 

üq == — 1 e , ax = 1 — ^ 

setzen. 

Auf jedes der Integrale rechts können wir den Flilfssatz 1 
amvenden, und wir erhalten: 

_I_F ( 1 — e, ^'')[Pn(^N+l) — Pii(l — "+■ F [Pn(l) — PnC^N-f l)] 

N 

-f - 2 ^ [F {3j - n 9 ') [P n (on) — Pb (3j - 1 )] + F (aj, 9 ') [Pn (Uj) — - Pn (^x)] ^ 
1 


■wobei: 
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— 1 < < 1+6, 
— 1 -4- 5 < aj , 

a^ ^2 9.2 j 


ax-i<^x < 1“£, 

1 — f <C OX-f-I 1 

Da man nach dem Hilfssatz 2 jedes Pn in allen Intervallen^ 
mit Ausnahme des ersten und letzten unter jeden beliebigen 
Sleinlieitsgrad durch Vergröfserung von n herabdrücken kann,, 
wie klein man im übrigen s wählen mag, so können wir die- 
Formel für Jn auch so schreiben. 

r Jo == F (1, 9^0 Po (1) 8- [F (1 - 9)') ^ F (1, ^0] Pn (^n + i) 
143) - F (- 1, 9^0 Pn (-1)+[F (^1, 9?') ~ F(~- l+^.9^')]Pnfe> 

i + ds^n j 

WO durch Vergröfserung von n unter jeden beliebigen Kleinheits- 
grad iierabgedrückt werden kann, wie klein man im übrigen auch a 
wählen mag. 

Bedenkt man noch, dass: 

abs. Pa + 1 )^ 1 , 
abs. Pa(^o) 

ferner wegen der Stetigkeit von F die Differenzen: 

F(l-^, 9')-F(1, 95 ') 

und : 

FC- 1, (f') ~ F(-~- 1 + (p') 

durch Verkleinerung von s unter jeden Kleinheitsgrad Iierab- 
gedrückt werden können, dass schliefslich : 

Pn(l) = l, 

Pa(-l) = (-l)^^) 

P}F(l,9rO = f‘(öi, 9^1); 

F(” h ^0 = fC^“Öi, TT 4- fl), 


Man vgl. Aiim. 2, S. 152. 



so folgt ans 143j: 

144j Jn f (hl, qi) -f“ (— rp f(n: - hl, rr -4- q,) -f 

wo Jz.ii durch von a und nachher ckircli genügende 

Vergröfserung von n unter jeden 1 lierabgecirückt 

werden kann. Es wird weiter: 

2rr 

145) = f/i)+(-i;pf(?r— Oi, Tr+^ijj + De, a, 

0 

wo Dg^ji durch Verkleinerung von a und nachher durch genügende 
Vergröfserung von n unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt 
werden kann. Es ist analog: 

146) yja^i = kf(6i, + + ;r + yi)] + D.,n + i, 

und somit: 

147) ^n = f(0i,9’l) + Dn, 

WO Da durch genügende Vergröfserung von n unter jeden Kleizi- 
heitsgrad herabgedröckt werden kann. Die Formel 147) liefert 
uns das Resultat: 

148) lim J'n = f(Öi, ^f'i), 

11 = 00 

das wir in folgender Weise aussprechen können: 

Va) Die Laplacesche Entwickelung: 

23T 4-1 

-I f* CD 

t’(&n 9))2“(2fi + l)Pn(cosecosei 

0 1 0 =: 0 

+ sinö sinfh cos(y. - cp,)) df. d^P, (0 = | 2;1J 

gilt für jede Funktion f(Ö, q>), welche auf der Kugelfläche 
überall eindeutig und stetig und auf jedem Hauptkreise 
abteilungsweise monoton ist. 

x4iis den Formeln 139), 140) folgt durch eine der Unter- 
suchung dieses Paragraphen analoge (^®) Betrachtung der 

Zusatz zu Va). Die Bedingung der Monotonität kann 
in Va) fortfallen, falls alle ersten Ableitungen von f 
nach §,'^ 5 ? endlich sind. 
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§ -i' 

Das vorstelieude Eesoltat lässt sieh ohne Schwierigkeit auf den Fall 
ausfielmeii, dass die Funktion £(6,9^') auf der Kugelfläche nur abteiiiiügs- 
weise stetig ist, wenn nur die Voraussetzung eriiOIt bleibt, dass sie auf 
jedem Hauptkreise abteilungsweise monoton ist. Der Beweis des § 3 bleibt 
unverändert bis einscliliefslich der Foimiei 143), wenn wir nur die Intervalle 
_ 1 Sj so wählen, dass in denselben die Funktion 

m ^)-F(ujy') 

eindeutig und stetig ist. 

Es folgt mm aus 143); 

ßrr 27T 271 

o 0 0 

271 

~~ — F(], f )] 

d 

271 

-p [F(— 1, rp) _ F(— 1 -f- f, ff')\ dff 

t 

0 

“P ^e. u ’ 

v>ö diiich genügende ^ ergröfserung von n unter jeden Ivleinlieitsgrad 
iierabgedrüekt werden kann, wie klein man auch € machen mag. 

Die Integrale 

271 

f[F(l - «, - P(L <p’)] dv' 

ö 

und : 

271 

J fF (- 1, ,f ') _ F (- 1 + f, y/)] (po) dy ' 

ö 

können, da 

at>s-Pa(?o) 

ist durch Verfeinerung von f auch dann unter jeden Kleinheitsgrad horab- 

gedruckt werden, wenn die Punkte 



u und ^' = — 1 
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auf Ti*emiuE,gskurven von Flüchenteilen liegen, auf denen F eindeutig und 
stetig ist. Denn liegt z. B. der 
Punkt X' 


^ = “f- 1 

auf einer oder a solcher Trenniings- 
kiirven cTg ... cti ... die den 
Breitenkreis 

u = \ — k 

in den Punkten 1, 2, ... j... l 
schneiden mögen, so kann man 
zunächst durch jo zwei Meridiane 

rr{ -i- c)j und Tj' - rfj 

aus dem genannten Breitenkreise 
die A Strecken 

j — ‘’j bis j + dj 

aiisschneiden, und es wird bei 



Fig. 50. 

Ausschluss derselben die Funktion: 


auf . dem Breitenkreis : 


«• = 1 - f 


eindeutig und stetig sein und sich durch Verkleinerung von f unter jeden 
Kleinheitsgrad herabdrücken lassen. Andererseits ist jedes: 

'f'i + ‘•j 

ahs. ^[F (1 — t, 7-.') — F (1, tp')] ä<r' ^ 4 cfj ahs. Mas. (F) 

und durch Verkleinerung Ton dj (das wdr bei genügender Verkleinerung 
von ^ beliebig klein machen können) unter jeden Kieinheitsgrad herab- 
drückbar. Es ist somit in jedem Falle: 

2 TT 

f[F(l - <f') - F(l, <p’)] PJgN+i) d^' 

0 

durch Verkleinerung von € unter jeden Kieinheitsgrad herabdrückbar; 
'Gleiches folgt analog für: 

27t 

I [F (- 1, 9 >') — F (- 1 + f, 7 >')] Pnleo) dy', 

t' 

0 


*) l ist dabei eine endliche Zahl. 

K orii, PotentialtlieoriB. 11 



und es ergiebt sich aus 140): 


150) i F (1, r) d?' + (- ri“ I F {- 1, dy/ 


+ D_ 


anaioe: 


151 ) F(l, r') dy' - (- 1)” ^ j F (- 1, y') dy/ + D,, „ ^ , 


WO Yi Dg GrÖfsen vorsteilen, die durch Verkleinerung von & 
und nachher durch genügende Vergrofserung von n unter jeden Kleinlieits- 
grad herabgedrückt werden können. 

Es folgt weiter: 

271 

.•'ü 

152) — jj r= 'Pjj d- y')dy' + Dj,, 

0 

wo wieder durch genügende Vergrörseriiug von n unter jeden Kleinheits- 
grad herabgedrückt werden kann. Die Formel 152) liefert uns das Eesultatr 

2n 

153) lim :r^ = ;i-lF(I,y')dy/. 

11 =co - ^ ! 

O 

Ist j in dem Punkte («j yj) stetig, so folgt hieraus, wie früher: 

lim JS-„ = f(f)„ y,), 

11 = 00 


Jegt dagegen der Punkt |6j gj) auf einer oder mehreren der Trenniings- 
Kuineii ^on Oberfläclienteilen, auf denen f stetig ist, so sagt uns die 
Forme! 153) aus, dass sich die Reihe mit wachsendem n einem Grenz- 
wert nähert, welcher sich als das arithmetische Mittel der Werte von f auf 
einem unendlich kleinen den Punkt (6, r;,) umschliefsenden Kreise darstellt. 
V b) Die Laplacesche Entwickelung: 

ßrr-l-l 

D) = ~ f Lö, y)2n (2n + 1) P„ ^ 

^ -d (J 

+ cos(y - yO) d^dy, ) 

\^C(piC27iJ 

gilt für jede i unktion f(% rp), welche auf der Kugelfläclie ab- 

teilungsweise eindeutig und stetig und auf jedem Hauptkreise 
abieilungs weise monoton ist, falls der Punkt (fti yO nicht gerade 



iiiif einer Trennung.^kurve von ^'^berfläclienteil en liegt^ auf 
tleiien f eindeutig und stetig ist. In diesem Ansnahriiefali stellt 
die Reihe rechts das arithmetische Mittel der Werte von f auf 
einem den Punkt {h. gj umseliliefsenden unentllicli kleinen 
Kreise dar. 


Es ist für unsere späteren Untersuchungen von Wichtigkeit, dass man 
für die Laplacesche Ennvickeluug der Funktion f etwas andere Bedingungen 
vorsclireiben kann, als die im Satze Ya) und Yb) zu Grunde gelegten. 

Wk wollen von der Funktion f, die wir als eine Funktion der Stelle 
(id/w*) auf der Kugelfiäclie auffassen, voraussetzen, dass sie auf derselben 
abteiliingsweise eindeutig und stetig ist, dass ferner ihre ersten Ableitungen 
endlich sind, solange man sich in endlicher Entfernung von den Trenniings- 
kurven der Oberflächenteile hält, auf denen f eindeutig und stetig ist, und 
dass schiiefslich bei genügender Annäherung an diese Trennongskiirven 
die Gieichungeii bestehen: 


lo4) 


öf . . 

O 5t = 

' d'l 

cf . 


wo o die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes (l^c) von jenen 
Trennungskurven vorstellt und J^{q) ^ 3 ( 9 ) Gröfsen, die durch Yer- 

kleinerung von o unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können.*} 
Die Umformung des § 2 wird nach wie vor richtig sein, wenn wir 
noch zur Wahrung vollkommener Strenge sehr Heine die Trennungskurveii 
umseliliefsenden Flächenstücke von der Integration ausscliliefsen ; wir können 
dieselben aber so klein machen, dass bei beliebig grofsem n die über diese 
Fläclienstücke zu erstreckenden Integrale: 


n 

i f 2^ h Oos}-) tlw 
0 

unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können. 

Wir können nun, indem wir im folgenden stets stillschweigend die- 
genannten kleinen Fläclienstücke von der Integi-ation ausschliefseii, die 
Gleichung 140a) für folgendermafsen schreiben: 


*) Und zwar von der Art, dass bei genügend kleinem o jede derselben 
<A“ 0 ^~^', 1-<1, wo A eine endliche Konstante vorstellt. 

11 * 



1(34 


2 t 2 t 

= Tt i f (“ ^'^•' 

0 0 

-Äf ff P.(.Oc!/d,', 

0 —1 


oder (wir nehmen den Badius B der Kugel =1 an): 


155) 


2ti 2n 

p, ■ 

(F(],v')dr' + (~if jF(-l,y')dr' 

d 0 



I’q(«') iuexp. 


Wir zerlegen nun das dritte Integral rechts: 

271 -rl 

156) J, = f J II P„ (P) d^- dT’ = f II F,, iu) d«, 

0-1 ’ (R) 

in zwei Teile, indem wir von der Kugelfläche eine Fläche oj^ abscheiden, 
welche alle Trennungskurven enthält und klein genug ist, dass innerhalb 
derselben: 

oF 

157) 


ist, wo e die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes von den 
Trennungskurven und J(q) eine Gröfse vorstellt, die durch Verkleinerung von 
Q unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann; während der 
übrige Teil ou der Kugelfläche so beschaffen ist, dass jeder seiner Punkte 
von den Trennungskurven einen Abstand besitzt, der gröfser ist, als die 
beliebig klein zu wählende Länge -P. Wie klein wir nun auch P machen, 
immer können wir (mit Benützung des Hilfssatzes 2) das Integral: 

[ || Pu dw 

£t>2 

durch Vergi-örserung von n unter jeden Kleinheitsgrad lierabdrücken; 

andererseits ist: 

abs. PjjC^f') dw <<; [ abs. dw, 

Wi £üj 



lind das reehts stehende IntegTal kann durch Verkleinerung von P unter 
jeden Kleiiilieitsgrad lierahgedrückt werden. (“") Es ist somit nach 155): 


IdS’I 


g 71 

'/') + (- if P l F(- 1, ./') cl-,' 


analog: 


159) 


o 0 

-h 

2 ti 


11+1 4 ;j 


2rr 

^ F (— 1 , t') A>r ' 




t n + 1 7 


WO Di>^n Gröfsen vorstelleig die durch Verkleinerung von P 

und nachher durch genügende Vergröfserung von n unter jeden Kleinheits- 
grad herabgedrückt werden können. Es folgt also wieder: 

2 TT 

160) -4- 'En - 4-1 j 

0 


WO Djj durch Vergröfserung von n unter jeden Kleinheitsgrad herabdrückbar 
ist, und : 

2n: 

161) lim :s-„ = 5 ^ (f(1, v') d'/'- 
0 


Ve) Die Laplacesche Entwickelung: 

^2tt^ 1 

71 ) = ^ i (^"+^^^11 O '“! 

■» ^ -j — — / 0 -«c^ Cli ■<^ TT", 

+ n — F 1 — cos{/ — T,)) d,u dff, ( = = ], 

gilt für jede Funktion f(0, q) der Steile auf der Kugel- 

fläche, die auf derselben abteilungsweise eindeutig und stetig 
ist, deren erste Ableitungen 

df M 0f 
01’ dC 


auf derselben endlich sind, solange man sich in endlicher 
Entfernung von , den Trenniingskurven der Oberfiächenteil e 
hält, auf denen f eindeutig und stetig ist, und bei genügender 



166 


Aiinäliorung an diese Tr enim n gskiu* ven die Gie i cliiiiigen er- 
füllen: 

cf ^ . . 

O = J, (oj, 
c 

o — J.Ao), 

■\vo {) die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes (ß^C) 
X 0 11 j e ii e 11 T r e n n u n g s k u r e ii v o r s t e 1 1 1 u n d {q) A (c>) /iß (q) G r ö f s e'n ^ 
die diircli Verkleinerung von o unter jeden Kle inlieitsgrad 
herabgedrückt werden können (von der Art, dass be i genüge n d 
kleinem u jede derselben 

(Ad), 

wo A eine endliche Konstante vorstellt). Der Satz wird eine 
Ausnahme erleiden, wenn der Punkt (fl, , ^/-j) gerade auf einer 
Treriiiiiiigskurve liegt; in diesem Ausnahmefall stellt die Kei h e 
rechts das arithmetische Mittel der Werte von f auf einem den 
Punkt (6, , umschliefsenden unendlich kleinen Kreise dar. 


3. Kapitel 

Ganze Komogene Funktionen der RicMungskosinusse 
irgend einer Elül.th'ing (6, (f>) als allgemeine Kugel- 
funktionen. 


.... § 1 ; 

Wir bezeichnen mit b, c die Richtungskosinusse der Rieh- 
turig vom Centrum der Kugel nach irgend einem Punkte (6, (p) 
derselben: wir wollen zeigen, dass jede ganze homogene Funktion 
riten Grades von a, b, c: 

162) fQ(a, b, c) =2^ 2'^ (i-r^H-2 = n) 

sich stets als eine allgemeine Kugelfunktion nter Ordnung von 
fl und (p darstelleii lässt, sobald die Relation : 


163 ) 


Sa-^ 0b2 



0 


identisch für beliebige*) a, b, c, erfüllt ist, 


■■■) Die auch der Bedingung: 

a--hb--Pc-= 1 

nicht unterworfen zu sein brauchen. 



Wir multiplizieren hierzu die Weichium' 162] mit wo r 
die Entfernung irgend eines Punktes (xyz) auf der Pdchtiiiig (6, (f) 
'vom Centrum der Kugel vorstellt, so dass: 


f X = r . a, 

164} y = r-b, 

[ z = r • c: 

dann folgt aus 162j: 

165) 4 (a, b, c) = 4 (x, y, z), 

so dass nach 163) für jeden Punkt (x, y, z) des Piaiimes die 
Funktion: 

166) 4 (a, b, c) 

der Laplaceschen Differentialgleichung genügt: 


167) 


02 rl\ ^ 0^ 0 ^ C - 0 ,, _ 
0x2 ‘ 0y2 022 “ 


Wir können nun a, b, c, somit auch 4 (a, b^ c) in Polar« 
koordinaten transformieren^ durch die Transrernmiicnsg:;- ;cl:en;,e.- ■ 


[ a = iW , 

168) b = Vi — • cos^, 

l C = Vi — ,W.2 . 

Es wird nach denselben analog der Untersuchung S. 13S 
fn(a, 4 c) von der Form:(^®) 


169) fn(a,b,c) 


n 


2j(Vl - (fnj cosj (f -f- guj sinj (f), 
0 


wo die 4j und gnj ganze rationale Funktionen von /X' sind. Nim soll: 


0 == rn 4 (a, b, c) 


der Laplaceschen Differentialgleichung genügen, also der Gleichung 
(vgl. Formel 32)): 


0 / ^ 0 r.. O.G 0 

er \ 0r j Cfji ^ ^ du 






= 0, 


und daraus ergiebt sich (vgl. die analoge Betrachtung S. 134) für 
4(a, b, c) die Differentialgleichung: 


170) 11 (21 -f- 1) fn (a,b,c) -h) 

CjH 


/■s ..2^ ^ *") 

(1 - 


5^fü (a,b,c) ^ 

1 — d(p^ 


Setzen wir in 170) den Wert 169) von f„(a, b, c) ein, so folgt: 


U L 


cosj ^ |n (n+ 1) (v'l - pP'f fnj + ^ 

-j2 (Vi - /u.-y“^fuj| + sinj>|n(n + 1) g„j 

■f (Vr-^)^-^g„j} 




c 

Cu. 




= 0 ; 


diese Gleichung soll für beliebige (p bestehen; es folgt daher 
einzeln: 


171) 


)(n + l)(Vl-72)^f,j. 


Cfl 


n(n 1) (v'l - fi=^)jg,j + 


dfXj 


-f (vi-,«^r^fnj=u 


-f(Vl-i..“)^-^g„j=0, 
oder nach einer einfachen Umformung: f“) 

(n - j) (n + j + 1) f„ j - (2j + 2) ^ + (1 - ^s) = o ; 

172) j 

(n - j)(n +j + 1 ) g,j - (2j + 2)ft^"i + (l-f.2)?l^iu _Q. 

öfi" 

fiij und g*nj sind ganzG rutionulG FunktionGn von /i/ und gcnügGn 
den DifferentialgleichungGn 172); es ist somit nach Zusatz 1 zu Jla): 

173) fnj = AnjPn^j)(^), gnj = B, j P^Ö) (/t.) 

WO die Aaj und B^j Konstanten sind, und: 

n 

174) fn(a, b, c) — y^j Pnj (^) [Anj • cosj (f> -f- Bnj • sin j f/)]. 
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Damit ist bewiesen, dciss sich jede ganze b'vav,. eene Foiiktioii 
11 ten Grades von a, b, c als eine allgemeine Ivugelfnnktioii n ter 
Ordnung von ijj und 9 clarstellen lässt. 

Umgekehrt lässt sich auch zeigen, dass sich jede allgemeine 
Ungelfunkticn nter Ordnung von ^ und 9:: 


n 

175) Y„f,u, (f) = PnjC«) [A„j cosjr/ -H Buj Sini^f] 

U 

als eine ganze homogene Funktion n ten Grades fu von a, b, c 
darstellen lässt, welche für ganz beliebige a, b, c der Differential- 
gleichung : 

&a2 0b-- cc2 

genügt. 

Zunächst folgt durch successive Anwendung der Formeln: 


cosfi -i- l)y = cosiy cos(f — sini^ sinf, 
sin (i -f- 1 ) 9 ) = sin i cos (f -t- cos i (f’ sin cf , 


dass man jedes cosj^; und sinj^; auf die Form bringen kann: 


cos j (f = 2 * 2 ’- ^ 

sin j (f = 2 * 2 '- ^ 


(=e + 2 = j) 


wo die »xx ß%\ Zahlenfaktoren sind, somit nach 175) und 168) 
YniP'i f) auf die Form: 


Yn C«, 9) =2' P'‘®(a)2" 2'- = j)’ 


WO die Cjxx Konstanten sind. 

Nun ist PUj^(a) von der Form: 

p^(J)(a) = 4 - -2 4. -f • • 

wo die «Q ^2 • * • Zahlenfaktoren sind, kann also auch so ge- 
schrieben werden: 

p^ö) (a) = 4 - «1 - j “ - (a- -h b" 4 ' c^j 
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so dass'Ya(tt, f) die homogene Form erhält: 


Da: 


176j YnO, ^') =2^ S’' 


F' Yu(iU-, (f) 


i + X H- 1 = n. 


für beliebige x, y, z der Laplaceschen Gleichung genügt, so 
muss auch : 

2 ' 2 '" 2 ^' z\ i -h 3 « ;t = n 

für beliebige x, y, z der Laplaceschen Gleichung genügen und 
sornil die Funktion: 

177) fu (a, b, c) Ciy.x a^ c^-, i + 1 == 0 


der Differentialgleichung: 


178) 


b-fii 0%, d%, _ 

ßa^ ßb" ßc^' 


für beliebige a, b, c. 

VL Jede ganze homogene Funktion n ten Grades der 
Riciitiingskosiniisse einer Richtung ( 6 , (f): 


fjj — Qxx b’'" c^, i + je 4 - 2 = n, 
welche für beliebige (auch der Bedingung: 


a2 + b2-pc2=l 


nicht unterworfene) a, b, c der Differentialgleichung 
genügt: 

ßa" ßb^ ßc2'~^’ 

ist darstellbar als eine allgemeine Kugelfunktion nter 
Ordnung von und 9 ), und umgekehrt ist jede allgemeine 
Kugelfunktion nter Ordnung von und (p darstellbar 
als eine ganze homogene Funktion nten Grades fn von 
a, b, c, die für ganz beliebige a, b, c der Differential- 
gleichung 

ßa2“^ßb^ ßc2 


genügt. 
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Aus der völligen Identität^) der Funktionen 
fn (a, b, c) und (p, (p) 

ergiebt sich, dass wir alle Sätze, die wir für die (/i', ab- 
geleitet haben, ohne Weiteres auf die fn(a, b, c) übertragen können. 
Wir erhalten so mit Hilfe von Satz IVb) und Ya) (Yb und Yc) 
die folgenden Zusätze: 

Zusatz 1 zu VL Ist fufa, b, c) eine allgemeine Kugel- 
funktion nter Ordnung, un d sind a^, b^, die Richtungs- 
kosinusse einer beliebigen Richtung, so ist das Integral 
über die Kugelfläche von dem Radius 1: 

1^9) ( fii (a, b, c) Pj (a a]^ -f- b b^ -i- CC|) doj = 0, J =|= n, 

J 

dagegen: 

f* 4:7r 

180) I fn (a, b, c) Pn (aa^ -4- b b^ -r cci) d«» == fn (%? ^i)* 

Es folgt dies unmittelbar aus den Formeln des Satzes IVb, 
wenn man bedenkt, dass wir: 

cosr = aai -f"bbi -l-cci 

setzen können. 


0 Es ergiebt sich aus dieser Identität, dass die Funktionen f^(a, b, c), 
wie die 9 -), gerade (2n-4-l) willkürliche Konstanten enthalten. Es 

lässt sich dies leicht auch so verifizieren: Die Zahl der Konstanten Cj.^^ 
irgend einer ganzen homogenen Funktion nten Grades von a, by c ist: 


(n -f- 1) (n + 2) 
2 


die Gleichung: 

5a- Öb^ 5c- 

ergiebt: 

-- Relationen. 

Die Zahl dei 

: willkürlichen Konstanten ist also: 


(n + l)(ii + 2) ii(n-l)_o 

2 2 



Zusatz 2 zu VI. Jede Funktion f der Stelle auf der 
Kugelfläche, welche den Voraussetzungen des Satzes Va) 
(Vb oder Vc) genügt, ist mittelst der Entwickelung: 

IST) j f (a, b, c)^j(2j-f-l)Pj(aai + b}3|+cCi)dcOy 

in eine Reihe entwickelbar, welche nach allgemeinen 
Kugelfunktionen fn (a^, bj, Ci) fortschrei tet. Die Formel 181) 
erleidet nur eine Ausnahme für Punkte auf den Trennungs- 
kurven von Fläehenteilen, auf denen f eindeutig und stetig ist. 


§ 3. 

Um die Entwickelung 181) wirklich in gegebenen Fällen numerisch 
aiisziifüliren, ist oft ein Hilfssatz sehr brauchbar, den ich hier kurz ab- 
leiten will. 

Es handelt sich um die numerische Berechnung des Integrales über die 
Kiigeltiäche (1): 

1S2) J(i, z, ;.) = |*aU’= d(o, 

in dem i, A beliebige positive ganze Zahlen vorstellen. Zunächst ist klai’y 
dass J verschwinden muss, wenn irgend eine der Zahlen i, z, A ungerade 
ist.p®) Es kann sich nur um den Wert des Integrales: 

183) J(2i, 2x, 2/)=ja-' diu 

handeln. Es ist nun: 


184) 


-f-1 27r 


J (2 i, 2 2 A) ^ (1 ~ qob^^ ff sin^ ^ ff dfidffj 


-1 o 


185 ) 




-d 

2n 

jg —^Q.os^'^ff Bivr'^^ff df. 
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Es folgt weiter durch suceessive partielle Integration: 




= r + „2 i + -f / 1 _ „2-)^ + X - 2 j 

! (2i+])(2i + 3) ■ ^ ^ ■ 


.r 

! (2i + l)(2i+3) ... (•2i-i-2:; + 2/.- 1) ' 
-''1 

2’' + ’- + i//(z + ;.) 

^(2i + l) (2i + 3) ... (2i + 2;c + 2J. + l)’ 


43 der, da: 


(2 i “T- 1 ) (2 i -f- 3) . • . (2 i -f- 2 -i“ 2 A -f- 1 ) — 


iI(2i-f-2;^4-2;.-f-l) 2^ ir(i) 

2i-f-x + X ^ II(2i) 


186) J, = 2 t " - 

Es folgt gleichfalls durch successive partielle Integration: 


27r 

^22 - 1 


^ 2 x 4-2 ‘‘^ X — 2 3 

j COS ^ V sm" (f a<f>. 


(2^- -i) (2^: - 3) sin^^-^., d<r 

t2z + I),;2;c^-8)°°“ ^ f 


.\ (2X-l)(2.-3) ... 3-l eosäx + 2X . 

j(2z + l) (2 z + 3) ... (2;: + 21. — 1) ^ 


oder, da: 


r ^^x-i-^^x , o n{: 2 y,-hU) 

I cos“^ ‘ “ V' diy = 2?! - r.:-z";T* 

^ i //(z — X)|- 2“^ ■ “■■ 


1-8 ... (2/.-3) (2;.-!) = ^ 


_ iT(2il) 

- ä*- n{l) 


.{2z+ 1) (2z + 3) ... {2Z + 2Ä-1) 


g (2z-l-'2Ä) 2'^ n(x)^ 

2’‘+'-g(z+;.)’ 
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auch: 


somit: 


IST^ T - o-r ri{ :iy. + =l).)n(2l) n{U) 


1S8) J(2i, 2., 2;.) - J. J., = 4. "(20 //(2.) n{U) + 

/'•'li; //(2J //(O -//(2i + 2xH-2;. + !)■ 

Hilfssatz. Es ist das über die Kugel von dem Radius 1 zn 

erstreckende Integral: 

fa-’^ b^-'- d«. = 4^ 

J 7/(2i + 2z + 24+ ])’ 


wenn i, ;f, l beliebige ganze positive Zahlen sind, dagegen ist 
jedes: 

J b’"' d(o = 0, 

in dem irgend eine der positiven ganzen Zahlen i, ;<r, I iin- 
gerade ist. 


IIL Abschnitt. 

Bereclmuiig der Integrale V und W für die 
Kngelfläche. 


1. Kapitel. 

Anwendung der Theorie der allgemeinen Kugel- 
funktionen von [I und 9. 

§ 1 - 

Es sei H eine Funktion der Stelle (ö, (p) auf der Kugelfläche 
(R), welche den Voraussetzungen des Satzes Va) (Vb oder Vc) 
genügt, dann ist nach diesem Satze (diesen Sätzen) H in eine nach 
aligöifleinen Kugelfunktionen fortschreitende Reihe zu verwandeln; 

189) 

0 


wo: 



in 


190j (f) 


471: 




Vi — VI — ju'" cosfy' — (f j^ d/t'df/. 
Bilden wir nun das Flächenpotential; 

191) V = |:^— 

(R) 


lind setzen in demselben für H den Wert 189) ein, so folgt mit 
Hilfe des Zusatzes 1 zu IV b) für Punkte {XiiX’ifi) innerhalb der 
Kugel (R): 


Vi = 47rR2^^ 

ü 


2n + l 




'b 

R 


(H c R), 


für Punkte (r^ aufserhalb der Kugel (R): 


192b) Va = 47rRVn 


2n -f- 1 


/•R\b + 1 


(R < fl), 


falls diese Reihen konvergent sind. Das folgt aber, sobald wir 
von Vi und Va überhaupt aussagen können, dass sie für irgend 
eine Kugelfläche (rj) nach allgemeinen Kugelfunktionen von ft-x 
entwickelbar sind. 

Vlla) Das Fläciienpotential: 


v = ( - dw 
J r 

(R) 


einer Kugelfläche von dem Radius R, in dem H nach 
allgemeinen Kugel funktionen entwickelbar ist, hat für 
innere Punkte (ri fi) (die auch unendlich nahe an die 
Kugelfläche herantreten können) den Wert: 


Vi: 


CO 

= 471: R 'Vn — - 
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für äufsere Punkte (Vi (fj) (die auch unendlich nahe an 
die Kugelfläche herantreten können) den Wert: 

1 / R \ "5" 1 

sobald wir von Vi und Va überhaupt aussagen können, 
dass sie für irgend eine Kugelfläche (r^) nach all- 
gemeinen Kugelfunktionen von (f‘i entwickelbar sind. 
Dabei ist jedes: 

271 4*1 

C«i, ?i) = tf) Pi, 

o" — 'l 

+ V 1 — ,u2 VI — - cos (y — f/i)) df/i. 


Es sei ;« eine Funktion der Stelle (ö, cp) auf der Kugelfläche (R), 
welche den Voraussetzungen des Satzes Va) (Vb oder Vc) genügt, 
dann ist nach diesem Satze (diesen Sätzen) x in eine nach all- 
gemeinen Kugelfunktionon fortschreitende Reihe zu verwandeln: 

00 

193) X (6, g)) = (fu., g), 

U 

wo : 

2 >r -T- 1 

194) g) = ( (z (d, g) Pe 

0—1 

4- Vl — Vl — 1 «'^ cos (g' — g)) di“' clg'. 
Bilden wir nun das Flächenintegral: 

195) W= 

(I^) 
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in dem p die innere Normale des Elementes d« vorstellig und 
setzen in demselben für x den Wert 193) ein, so folgt mit Hilfe 
des Zusatzes 2 zu IVbj für Punkte (r^ innerhalb der 

Kugelfläclie: 

196 a) = - (ri<R). 

für Punkte (Fi aufserhalb der Kugelfläche: 


CO 


196 b) Wa = — 47r 2 ^ 


n 


2n 4 - 1 




(ßli f™'" ) ? (P-<i i‘i) 


falls diese Reiben konvergent sind. Das folgt aber, sobald über- 
haupt Wi resp. Wa für irgend eine Kugelfläclie (r^) nach all- 
gemeinen Kugelfunktionen von (pi entwickelbar sind. 

Vllb) Das Flächenintegral: 


W=fx 

(R) 


COS (ri^) 
"12 


dcö 


über eine Kugelfläche von dem Radius R, in dem x nach 
allgemeinen Kugelfunktionen entwickelbar ist und v die 
innere Normale eines Elementes dm vorstellt, hat für 
innere Punkte (r| Pi g^i) (die auch unendlich nahe an die 
Kugelfläche lierantreten können) den Wert: 




n+ 1 


+ 1 


^l) 


R 


für äufsere Punkte (Fj g^j) (die auch unendlich nahe an 
die Kugelfläche herantreten können) den Wert: 


cc- ^ 

Wa = — 4 7T^ n ^ % (;Ui , q>i) 




falls überhaupt Wi resp. Wa für irgend eine Kiigel- 
fläche (r,) nach allgemeinen Kugelfunktionen von fij q:'i 
entwickelbar sind. 


Korn, Potentialtlieorie. 


12 
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Dabei ist j edes: 

■2n +1 

(fl) = V>) Pn (/«'Ml 

0—1 ^ 

+ V I — iu.2 Vl — /«i“ cos(f/i — 9), )) d|U. d^. 


2. Kapitel. 

Herstellung der Symmetrie. 


§ 1- 

Zur Wiederherstellung der Symmetrie^ welche durch die 
Einführung der Polarkoordinaten gestört ist, nehmen wir die 
Funktionen H und ic nicht mehr als Funktionen von 6, sondern 
als Funktionen der Richtungskosinusse a, b, c an, welche mit 0, cp' 
durch die Relationen verbunden sind: 


a = cosö, 
b = sinö cos 
c = sinÖ sin^, 

Wir können dann mit Hilfe des Salzes VI und seiner Zusätze 
dem Satze VII a) die folgende Form geben: 

Villa) Das Flächenpotential: 




r 


einer Kugelfläche .won dem Radius R, in dem H nach 
allgemeinen Kugelfunktionen entwickelbar ist, hat für 
innere Punkte (riajbiCi) (die auch unendlich nahe an die 
Kiigelfläclie herantreten können) den Wert: 


197 a) Vi = 47rR2n^^ 


_j_ bj, 


Ci) 



für äufsere Punkte (riajbiCi) (die auch unendlich nahe 
an die Kugelfläche herantreten können) den Wert: 


197 b) 



U 


1 

*2 n -f- 1 




17H 


falls überhaupt Vj resp. Va für irgend eine Kugelfläche 
(rj nach allgemeinen Kugelfunktionen yon pj ent- 

wickelbar sind. 

Dabei ist jedes: 

198) i/n (as, bl, ci) = j ff(a, b, c) (a Ul -f- bbj + CC|) dö). 

\r) 


In gleicher Weise können wir dem Satze VII b) die folgende 
Form geben: 

Vlllb) Das Flächenintegral: 


w-j. 

(R) 


COS (r?^) 


r- 


dcö 


über eine Kugelfläche von dem Radius R, in dem se nach 
allgemeinen Kugelfunktioiien entwickelbar ist und p die 
innere j\^ormale eines' Elementes dft> vorstellt, hat für 
innere Punkte (ri bi Cj) (die auch unendlich nahe an 
die Kugelfläche lierantreten können) den Wert: 


199 a) 


Wi = Art 



n-1-1 
2n 4 - 1 


(aj, bj, Cj 



für äufsere Punkte (r ai bj c^) (die auch unendlich nahe 
an die Kugelfläche herantreten können) den Wert: 

199b) Wa = - 47r 2 b Xb (ai, b, , Cj) , 

falls überhaupt Wj resp. Wa für irgend eine Kugelfläche 
(rj) nach allgemeinen Kugelfunktionen von i&i fi ent- 
wickelbar sind. 

Dabei ist jedes: 

200) xn(a,, bl, Ci) = j * (a, b, c) Pn (auj -4- bbi + ccj) d«. 

(R) 


12 ^!^ 



III. Teil. 
Theorie der 


I. Abscliiiitt. 

dcF iiml Dar- 

Stellung derselben durcli OberHüdieiiiliiiitegFale. 


1. Kapitel. 

Definition der Potentialfnnktionen. 


§ 1. 

Definition 1. Eine Funktion ü der Stelle (xyz) in 
dem Innenraum t einer geschlossenen, stetig ge- 
krümmten Fläche oy heifst eine Potentialfunktion des- 
selben, wenn sie in dem Raume r mit ihren ersten Ab- 
leitungen eindeutig und stetig ist, der Di f fer ential- 
gJeicliiing: 


1) 


0HJ ^ _ A 

0x^ 0z^ 


genügt, und wenn ihre zweiten und höheren (■^^) Ab- 
leitungen innerhalb des Raumes t eindeutig und stetig 
sind, d. b. in jedem Teile des Raumes ir, dessen Punkte 
von der Fläche m durch irgend welche (im übrigen be- 
liebig kleine) Entfernungen getrennt sind. 


§ 2 . 

Definition 2. Eine Funktion U der Stelle (xyz) in 
dem Aiifsenraum r einer geschlossenen, stetig ge- 
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krümmten Fläche m heilst eine Potentialfunktion des- 
selben, wenn sie in dem Raume z mit ihren ersten Ab- 
leitungen eindeutig und stetig ist^ der Differential- 
gleichung 1) genügt, und wenn ihre zweiten und 
höher en Ableitungen innerhalb des Raumes z ein- 
deutig und stetig sind, d. h. in jedem Teile des Raumes t, 
dessen Punkte von der Fläche w durch irgend welche 
(im übrigen beliebig kleine) Entfernungen getrenn t sind. 

Bezeichnet ferner F die Entfernung des variabeln 
Punktes (xyz) von einem im Endlichen gelegenen Punkte 0, 
so sollen die Ausdrücke: 


öx 


0JJ 0Ü 
0y ’ 0z 


mit wachsendem P gegen null konvergieren. 


2. Kapitel. 

Darstellung der Potentialfunktionen durcli 
O b erflächenintegr ale. 


§ 1 . 

Es seien ü, V zwei Funktionen der Stelle welche in 

dem Imienraiim z einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche w 
mit ihren ersten Ableitungen 
eindeutig und stetig sind, und 
man wisse auch, dass ihre 
höheren Ableitungen innerhalb 
z eindeutig und stetig sind. 

Wir denken uns einen Teil 
z des Raumes z durch eine 
Fläche m begrenzt, welche von 
der Fläche m durch irgend 
welche (im übrigen beliebig 

kleine) Entfernungen getrennt ist, und bilden das Integral: 



9 ^ 


0U 0¥\ ^ . 
~^ — \az 

% OLj 



Es ist nun identisch: 


ef si \ e|j 


^ cV 

dt; crj 







on' 

o2V 

■ gay 
Os' 


-U 

-ü 


so dass wir das Integral J' auch so schreiben können: 

0 /„ 0V\ 0 ßV\ 0 oV\ 

T 

oder wenn man das erste Integral rechts mit Hilfe des Greenschen 
Theorems (S. 18) umformt: 

3 a) J' = -j’ü 

O)' 


i-'u«-rü--/vdT, 





— JV dr, 


wo das erste Integral nunmehr über alle Elemente d*; (mit den 
inneren Normalen r') der Fläche zu erstrecken ist. Nach 2) 

ist V in Bezug auf Ü und V symmetrisch, so dass wir auch in 
3a) Ü mit V vertauschen können: 

3b) J' = - (? d« - (v dr. 

(x) % 


Durch Subtraktion von 3a) und 3b) folgt: 


K''’ S - '' S) 'ä“ 


Sind im besonderen ü und V Potentialfunktionen des Raumes 
so ergiebt sich: 


Cö 




0 /' 


OV / 


^0, 


und, da diese Formel gilt, wie nahe wir auch die Fläche m an 
die Fläche m herantreten lassen, so folgt aus der Eindeutigkeit 



und Stetigkeit von U und V und ihrer ersten Ableitungen ihre 
Gültigkeit auch für den Grenzfall: 

5) ( 

e-’ 

m 

la) Sind ü und V zwei Potentialfunktioiien des 
Innenraumes'*) **) einer geschlossenen, stetig gekrümmten 
Fläche €0, so besteht stets die Formel; 


bV 

0//' 


V ^ ) döö = 0. 
cvj 



m 


d« = 0.- 


Ist im besonderen: 

V == const., 

so folgt aus la) der 

Zusatz zu la). Für jede Potentialfiinktion U des 
Innenrauraes einer geschlossenen, stetig gekrümmten 
Fläche ö) besteht die Formel: 


6) r-^dw = 0. 

^ J CU 


Es sei wieder U eine Potentialfiinktion des Innenraumes t 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche (xyz) irgend 
ein Punkt innerhalb Wir konstruieren um (xyz) als Centrum 
eine Kugel mit dem Radius R, der klein genug ist, dass die 
ganze Kugel innerhalb t liegt, es ist dann U auch eine Potential- 
funktion des (in der Figur schraffierten) Gebietes, welches übrig 
bleibt, wenn man die Kugel (R) 


aus dem Raume % ausschneidet. 
Bezeichnen wir andererseits 
mit r die Entfernung irgend 
eines Punktes (J-i/Q des schraf- 
fierten Gebietes von (xyz), so 
ist auch die Funktion: 

7) V = 



*) Der lii) entsprechende Satz Ib) für den Aufseiiraum folgt erst mit 

Hilfe der folgenden Sätze II a) und II b). 
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von '§j ^ eine Potentialfunktion des schraffierten Gebietes. Wir 

bringen mm auf die beiden Potentialfunktioneri U und V des 
schraffierten Gebietes den Satz la) zur Anwendung, wobei wir 
zu bedenken haben, dass die Oberfläche dieses Gebietes sich aus 
der Fläche w und der Kugelfläche (R) zusammensetzt, und, wenn 
wir mit y die inneren Normalen jenes Gebietes bezeichnen, die 
inneren Normalen von oo und die äufseren Normalen der KiigeF 
fläche (R) als die Normalen v anzusehen sind. Es folgt nach 
dieser Bemerkung: 


1 


oü 

-u 

cos(rj^)\ 

1 dw 


) \ r 

0r 


r^ j 

m 






+1 

i(4 

SU 
87 ■ 

-u 

cos (rv)'^ 

J 

o 

II 

3 

(R) 






wobei, wde früher, unter r 


die Entfernung und Richtung dw — y (xjz) 
7A1 verstehen ist. 

Für Elemente Am der Kiigelfläche (R) ist nun: 

r = R, 

cosfrr) = ~ 1, 

die Gleichung 8) geht so in die folgende über: 


(R) (R) « 

oder, da nach Zusatz zu la): 

f 0U 


/ 1 0U ^ cos (ri/) 
r dv 




dw, 


J 0i^ 


in die folgende: 


(R) 


9) 




1 
R 

(Rj 


do) = 0, 


1 SU cos(r;') 


dft). 


Diese Gleichung wird gelten, wie klein wir auch den Radius R 
wählen mögen, und wir erhalten im Grenzfall, da: 

= 47r . U (x, y, z) 

(R) 
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(infolge der Eindeutigkeit und Stetigkeit von Uj: 


10) - -ln ■ U (x, y, z) = 


1 8Ü „ co3(r>') 

_ u 

r Cp r- 


dft). 


Wir erhalten den Satz: 

Ila) Jede Potentialfunktion ü des Innenraumes t 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche « ist 
in jedem Punkte (xyz) innerhalb t (der auch unendlich 
nahe an die Oberfläche « heranrücken darf) durch die 
Formel darstellbar: 


11) Ü(x,y,z) = - 


Jl. ^ 
4^71 j dp r 

CO 


1 f^^cos(r3^) 
4^J U— 


da?. 


CO 


Dabei ist p die innere Normale von da? und r die 
Entfernung und Ptichtung: 

da? — > (xyz) 


§ 3. 

Es sei nun U eine Potentialfunktion des Aufsenraumes r 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche (xyz) irgend 
ein Punkt innerhalb Wir konstruieren um (xyz) als Centruin 
eine Kugel mit dem Radius 
P, der grofs genug ist, dass 
die Fläche w ganz innerhalb 
der Kugelfläche (P) liegt, es 
ist dann U auch eine Poten- 
tiaifunktion des (in der 
Figur schraffierten) Gebietes, 
welches zwischen der Fläche 
m und der Kugelfläclie (P) 
liegt 

Es ist dann nach Satz Ila), 
wenn wir bedenken, dass 
die Oberfläche des schraf“ 
fierten Gebietes sich aus der 
Fläche ft? und der Kugel- 
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fläche (P) ziisammensetzt, und, wenn wir mit v die inneren Nor- 
malen jenes Gebietes bezeichnen, die äulseren Normalen von m 
und die inneren Normalen der K u gehl ü ehe (P) als die Normalen v 
anziisehen sind: 

ü(x,y,z) = - P 

12 ) 

_ 1_ 

4:71 

( 

für Elemente do) der Eiigelfläclio (P) ist nun: 

r = P, 

cos (r)') == + 1, 

die Gleichung 12) geht so in die folgende über: 


eü d« 1 f cos (ri^) , 

u d« 

di^ r An J r*" 


öü d« 1 ( cos (n^) . 

^ U i-Pd«; 

dp T ArrJ r" 

I (P) 
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wir wissen nun, dass sich nach der Definition der Potential- 
funktionen Gl und G 2 durch Vergröfserung von P unter jeden 
Kleinheitsgrad herabdrücken lassen, es ist somit: 


15) 


lim 


lim Jr. 


^0, 

0 . 


und es folgt aus 13): 


i„, , 1 reud« 1 


ü^d». 


rw 


Hb) Jede Potentialfiinktion U des Aufsenraumes z 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche ist 
in jedem Punkte (xy z) innerhalb z (der auch unendlich 
nahe an die Oberfläche heranrücken darf) durch die 
Formel darstellbar: 


U(x, y, 


z) = - 


1 röü dö) 
47rJ dy r 
00 


1 r„cos(rr) , 

ü ^äu), 

4n^ r2 


Dabei ist v die äufere Normale von d« und r die 
Entfernung und Richtung: 


dcö — -y (xyz). 


Wissen wir im besonderen, dass V an der Oberfläche « 
überall konstant ist, so folgt aus II b) mit Hilfe des Satzes lila) 
des L Teiles der 

Zusatz zu Ilb). Ist im besonderen U an der Ober* 
fläche tö überall konstant, so ist: 


17) 


U(x, y, z)==- 


47ij dy r 


Cö 


Die£Sätze II a) und Ilb) machen uns mit einem Schlage mit 
dem Verhalten der Funktionen U bekannt; sie zeigen, dass sich 
die Funktionen U aus einem Flächenpotential: 



in dem = — -j” ^ 


i^m 

471 dp^ 
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und einem FlächenhitogTal: 

f cos(r^') 


CO 


ziisammensetzen. 


dö), in dem ™ IJ, 

477 


§ 4. 


x\iis der Formel des Satzes Ilb) ergiebt sich noch, dass, wenn 

P die Entfernung des varialoeln Punktes (xyz) von einem im 
Endlichen gelegenen Punkte 0 vorsfelll, die Gröfsen: 


ü, P 


&U 

Sx’ 


dy ^ dz 


mit wachsendem P in solcher Weise zu null konvei’gieren, dass; 


8Ü 


Pü, P2^, P2 


0x’ ^ dj' ^ dz 

stets ihrem absoluten Werte nach kleiner sind als eine bestimmte 
endliche Konstante. Infolgedessen können wir nun den Satz la) 
auch auf den Aufsenraum einer Fläche o) ausdehnen: 

Ib) Sind U und V zwei Potentialfunktionen des 
Aufsenraumes t einer geschlossenen, stetig gekrümmten 
Fläche ft), so besteht stets die Formel: 


18 , j 


ü 


dV 
dy ' 


dU 
dy ) 


^Uft, 


^0.*) 


Es möge besonders hervorgehoben werden, dass der Zusatz 
ZU la) auf den Aufsenraum nicht auszudehnen ist. 


_ Es sei nun wieder U eine Potentialfunktion des Innenraumes r 
einer geschlossenen Fläche m und (xyz) irgend ein Punkt des 
Aufsenraum es (der von tö durch irgend welche, auch unendlich 

K zunächst 7 nur durch eine gro&e 

Kugelflache (P) begrenzt zu denken, es folgt dann zunächst nach la): 


0 ^ dl 




und das zweite Integral konvergiert nach 

wacliscndein P zur null. 


der obigen Bemerkung mit 



kleine, Entfernung getrennt sei). Wir bezeichnen mit r die Ent- 
fernung irgend eines Punktes des Gebietes t von (xyz), 

•dann ist auch die Funktion: 

V = 1 
r 

von ' 7 ], ^ eine Potentialfunktion des Gebietes und es folgt, 
wenn wir auf die beiden Potential- 
funktionen U und V des Gebietes t 
•deoSatzIa)zurÄnwendungbringen: 


19) 


'0U 1 
di7 r 


U 


cos(rj^) 




dö) == 0, 


wenn r die Entfernung und Rich- 
dco — >-(xyz) 


liing: 





Fig. 54. 


vorstellt: 

lila) Ist U eine Potentialfunktion des Innenraumes 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche w, so 
ist für jeden Punkt (xyz) des Aufsenraumes (der von co 
•durch irgend welche, auch unendlich kleine, Entfernung 
getrennt ist); 


] oy r 4:71 ) r- 


Dahei bezeichnet r die Entfernung und Richtung: 
dm — ^(xyz). 

In analoger Weise folgt mit Hilfe des Satzes Ib): 

Illb) Ist ü eine Potontialfunktion des Aufsenraumes 
•einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche m, so 
ist für jeden Punkt (xyz) des Innenraumes (der von m 
•durch irgend welche, auch unendlich 
kleine, Entfernung getrennt ist); 


1 


^ 1 ) 0 = - 4 . 


ßüd« 

dp r 4:71 \ 




ö) m 

-dabei bezeichnet r die Entfernung 
und Richtung: 

dm — (xyz). 



Fig. 55. 



190 


§ 6 - 

Es sei wiederum ü eine Potentialfunktion des Innenraumes t 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche w, (xyz) irgend 
ein Punkt innerhalb t (der auch an die Fläche a> unendlich nahe 
heranrücken darf), dann ist nach II a): 


2-2) U(x,y,z) = 


d/rj 8r r d/rj i- 

(ü 00 


Existiert andererseits eine Potentialfunktion W des Äufsen- 
raumes, welche an der Fläche u> dieselben Randwerte hat, wie 
die Funktion U, so ist nach III b): 


1 fcW dw 1 f„, cos(rv) , 

ft) w 


oder auch: 


23) 0 = ■ 


An] dv r 

ft) 


An 


ul“ Md«.. 


ft) 


Subtrahieren wir 23) von 22), so folgt: 


24) ü(xyz) = - 


47rJ \ dv 


0U \ dft) 


wobei V die Richtung der inneren Normalen von dft) vorstellt: 

IVa) Jede Potentialfunktion U des Innenraumes 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche ft) lässt 
sich als ein Flächenpotential der Fläche m darstellen, 
wenn man die Existenz einer Potentialfunktion W des 
Aufsenraumes nachweisen kann, deren Randwerte an 
der Fläche m mit den Randwerten von U überein- 
stimmen. 

Analog folgt mit Hilfe der Sätze lila) und Ilb): 

IVb) Jede Potentialfunktion U des Aufsenraunies 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche m lässt 
sich als ein Flächenpotential der Fläche m darstellen, 
wenn man die Existenz einer Potentialfunktion W des 
Innenraumes nachweisen kann, deren Rand werte an der 
Fläche ft) mit den Randwerten von U übereinstimmend 
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§ 7, 

Es sei wiederum U eine Potentialfunktioii des Innenraunies % 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche (syz) irgend 
ein Punkt innerhalb % (der auch an die Fläche m unendlich nahe 
lieranrücken darf); dann ist nach II a): 


25) ü(x, y, z) 




4:7V J di/ r 47V 


r2 


ü) 


Existiert andererseits eine Potentialfunktion V des Aufsen- 
raumes, welche an der Fläche w in der Pachtung der inneren 
Normalen v dieselben Ableitungen hat, wie die Funktion U, so 
ist nach III b): 


_L 

47V ] dp r 47V 




dö?, 


(ß 


w 


oder auch: 


26) 0-- 


1 r 0U dft) 
4tvj dp r 


1 

47rJ r' 


Subtrahieren wir 26) von 25), so folgt: 

27) U (X, y, z) = ^ J'(ü - V) d«, 

00 

wobei V die Richtung der inneren Normalen von dw vorstellt: 

Va) Jede Potentialfunktion U des Innenraumes 
einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche « lässt 
sich als ein Flächenii.tegi'f,! von der Form: 

f cosfry) , 

0 } 

darstellen, wenn man die Existenz einer Potential- 
funktion V des Äufsenraumes nachweisen kann, deren 
normale Ableitungen an der Fläche « mit den normalen 
Ableitungen der Funktion U übereinstimmen. 

Analog folgt mit Hilfe der Sätze Ilb) und lila): 

Vb) Jede Potentialfunktion U des Äufsenraumes 



einer geschlossenen, stetig gekrüinmton Flüche w lässt 
sich als ein Flächenintegral von der Form: 


costrr) , 


•darstellen, wenn man die Existenz einer Potential- 
funktion V des Innenrau mos nach weisen kann, deren 
normale Ableitungen an der Fläche w mit den normalen 
Ableitungen der Funktion U übereinstimmen. 


II. Abschnitt. 

Bie S'lilclieupoleiäfisiki V imd die FliieheiyiiahM^rHle 
W einer geschc-csseiiev:., stetig Ar-’-.. Fliiehe 
io als Potciithf :fv:y>;1‘<)iieii des liiiieii- und Aufscii- 


1. Kapitel. 

Die FläcKenpotentiale V der Fläche « als Potential- 
funktionen des Innen- und Aufsenraumes. 

§ 1 . 

Wir können den folgenden Salz aussjirechen : 

Via) Das Flächenpotential : 

28 ) V = 

0 ) 

•einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche w ist 
eine Potentialfunktion des Innen- und Aufsenraumes 
von w, wenn Häuf w eindeutig und stetig ist und end- 
liche erste Ableitungen hat. 

Es folgt dies ohne weiteres aus den Sälzen Va), Vb), la) 
•bis Ic) des I. Teiles. 
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§ 2. 

Es lässt sich zeigen, dass, obwohl die zweiten Ableitungen 
von V im allgemeinen an der Fläche a nur dann endlich sind, 
wenn wir noch die Annahme der Endlichkeit der zweiten Ab- 
leitungen von i? hinzmiehmen, dennoch die tangentialen Ableitungen 

OTT 

von — an der Fläche w bereits bei den Voraussetzungen des 
0v 

Satzes Via) stets endlich bleiben. Wir werden uns, um dies zu 
zeigen, des folgenden Hilfssatzes bedienen. 

Hilfssatz. Die normalen Ableitungen des Fläehen- 
integrales einer geschlossenen, stetig gekrümmten 
Fläche «: 



Ö) 


sind stets endlich, wmnn man lediglich die Eigenschaft 
der Endlichkeit von H voraussetzt. 

Zum Beweise dieses Hilfssatzes sei irgend ein Punkt 

der Aulsen- oder Innenseite von w, Vq die äufsere oder innere 
Flächennormale in demselben, dann ist; 

nun ist in einem enclliciien Gebiete öJj um (^o ^o?o)* 
cos (r^o) = cos(rj^) + r * f, 

'WO f eine in diesem Gebiete endliche Funktion vorstellt. 

Es wird somit: 

: ÄV.y J r- 

COi 

.daraus folgt die Behaiurdung. 

Korn, Poteiitiaitlieorie. 


«I 


1 
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Nachdem wir so den Hilfssatz bewiesen liaben^ gehen wir zu 
unserer eigentlichen Aufgabe über und machen wieder die Voraus- 
setzungen des Satzes Via), dass H. auf m eindeutig und stetig sei 
und endliche erste Ableitungen habe. 

Ist h eine beliebige Richtung, so folgt aus der Formel 54) 
des I. Teiles (S. 42) bei unseren Voraussetzungen: 


■29) 


6h 



'm 

6h 


Ä'cos(j'h) (f,i + loo 


r 




t)*) 


dw 


Differenzieren wir noch einmal nach der in (Jo f/ofeo) zur Fläche 
normalen Richtung so bleibt der Differentialquotient des ersten 
Integrales rechts nach dem Hilfssatz endlich, bei beliebiger Wahl 
der h, es bleibt daher nur der Beweis übrig, dass: 

® frr / 1 -V cos(r)') , 
g--J^cos(t'h)— 

w 

endlich ist, wenn h eine tangentiale Richtung vorstelll. Nun ist 
nach der Formel 59) des I. Teiles (S. 46): 

^ j H cos (vh) ^ cos(j^h)) ^ dw 

m m 

_ fcos (vx) cos( rx) 8 cos (Hl) ) cos (ry) 

J U 8| 0^ r“ 

ca 

8 (^r cos (Hl)) cos (rz)) , 

+ 


■^) hl + fsä + fas = (cos (i^x)) (cos (»y)) + -gy (cos (j'k)). 
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IJ H cos (rt, _ 1 1 coi|'.| 

ft) 


COS (Dy) 


g (/^eosfFhjJ cos ( rx) (^ cos (i4i)) cos (r^ 

rX ~2 ^ — 

^ r CT) r- 


i'y) 


m 

cos (dIi)^ cQg (j.2) 1 
+ 


Ö 

0z, 

m 


{h cos {*) d„ _J1 (H co|3 

- fcos (..Z) ! °(""°=<‘'‘' ') “SiW + ('!')) cos (ry I 

J i ■*■ g, 72 ^ 


6 (-^ cos (dIi) j (»03 (jz^ I 
0 f r- j 


dcö. 


Die jeweils ersten Integrale rechts in diesen Formeln sind 
endlich (nach IVa) des I. Teiles), es bleibt daher, da man in 
einem endlichen Gebiete um (lo^o^o) 

cos(dD(,) = 1 + r . ^ 

setzen kann, wo ^ stets endlich ist, nur übrig zu zeigen, dass: 




~ 8(gcos(Dh))cog(r x) ö(^‘^o®(’'h))cos(ry) 


ei 


dij 


r- 


o^^cos(fIi)) cos(rz) 


r- 


d£» 


(?ö%i?o) endlich ist, wenn li eine tangentiale Riclitmig vor- 
stellt. Dieses Integral zerfällt in zwei Teile: 

J’cos „h) {f 5»^ + »52^ + w j 

m 

das stets endlich bleibt, da in einem endlichen Gebiete um (Ey^s^o)- 

cos(»)h) = r • g, 

wo X stets endlich ist, und: 

1S'^= 


— 19 () — 


f' fl 

j 7’^ 0. **” '* I 

“ +■{ f 2 i cos(hx) 4- fäs cos(hy) + 4^ cos(hz){ cos(ry) 

+ j fji cos (hx) + fgg cos (hy) + fgg cos (Iiz) J cos (rz)] do). 

das gleichfalls nach Vb) des J. Teiles stets endlich ist, falls die 
zweiten Ableitungen von cosfj'x), cos()^y), cos(vz) endlich sind.*) 
Wir haben somit den folgenden Zusatz zu dem Satze Via) 
erl lalten ; 

Zusatz zu Via). Die tangcntiell en Ableitungen von 
oV 

^ an der Fläche w bleiben unter den in Via) über // 

gemachten Voraussetzungen stets endlich, wenn die 
Richtungskosinusse der Normalen von m überall ein- 
deutige und stetige erste und endliche zweite Ablei- 
tungen haben. Für die Endlichkeit aller zweiten Ab- 
leitungen von V an der Fläche oo muss im allgemeinen 
die Voraussetzung hinzugenommen werden, dass aufser 
der Eindeutigkeit und Stetigkeit der ersten Ableitungen 
von U auch die Endlichkeit ihrer zweiten Aliloitungen 
gesichert sei. 


2. Kapitel. 

Die Flächenintegrale W der Fläche « als Potential- 
funktionen des Innen- und Aufsenraunaes. 


§ 1. - 

Wir können den folgenden Satz aussprechen: 
VIb) Das Flächenintegral: 

30 ) 

t' 1 


) Es biauclit was beiläufig bemerkt sein möge — nur 

^22 ■+• 

endliche erste Ableitungen haben. 



einer geschlossenen stetig gekrümmten Fläche m ist 
eine Potentialfunktion des Innen- und Aiifsenraiimes^ 
wenn x auf « mit seinen ersten Ableitungen eindeutig 
und stetig ist und endliche zweite Ableitungen hat. 

Es folgt dies ohne weiteres aus IV b), IVc) und la) bis Ic) 
des L Teiles. 


Es lässt sich zeigen, dass, obwohl die zweiten Ablei L,,,:, 
von W an der Fläche « im allgemeinen nur bei Hinzunahme 
der Eindeutigkeit und Stetigkeit der zweiten und der Endlichkeit 
der dritten Ableitungen von x endlich bleiben, dennoch die zweiten 
tangentialen Ableitungen von W bereits bei den Voraussetzungen 
des Satzes VI b) endlich sind. 

Wir werden, um dies zu zeigen, von dem folgenden Hilfs» 
Satze Gebrauch machen: 

Hilfssatz. Die tangentialen Ableitungen des Flächen- 
integrales einer geschlossenen, stetig gekrümmten 
Fläche 00 



cos(rv) , 

- — ^dö) 


60 


an der Fläche m sind endlich, falls wir lediglich voraus- 
setzen, dass x auf (o eindeutig und stetig ist und end- 
liche erste Ableitungen hat. 

Zum Beweise dieses Hilfssatzes sei (Jo%^o) irgend ein Punkt der 
Fläche 60 (an der Aiifsen- oder Innenseite), h irgend eine tangentiale 
Piichtung in demselben, dann ist nach Formel 59) des L Teiles: 

W (1 55^ + 1" 2?^) + 1 5?^ j d«. 

«0 


oW 
31) ~ = 
^ ch 


dx cos (i 
6h r- 


Das erste Integral rechts ist stets endlich, wenn die ersten 
Ableitungen von x endlich sind, um dasselbe für das zweite 
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Integral zu ersolion, hat man nur zu bedenken, dass man um 
(?o7ofco) Gin endliches Flächenstück Wj abscheiden kann, auf dem 
sich cos(i>h) in der Form entwickeln lässt: 

cos (yh) = r • f, 

wo f eine stets endliche Funktion vorstellt. Damit ist der Hilfs- 
satz bewiesen. 

Wir gehen nun zu unserer eigentlichen Aufgabe über und 
nehmen wieder von H, wie in VIb) an, dass es mit seinen ersten 
Ahleitungen auf w eindeutig und stetig ist und endliche zweite 
.ibioitungea hat. Wir können dann die Formel 31) umformen, 
indem wir auf die in dem zweiten Integrale rechts vorkommenden 
Abloitangoü von Flächenpotentialen die Formel 54) des I. Teiles 
in Anwendung bringen; es ist nach dieser: 


, . . cos (rx) , 
cos(vh) d« 


0 

0|\. 


dx\ dx 

s|j “ e| ' 


cos (vh) cos (vh) cos (vx) (fj, 4 - fso 4- f . 3 ) 


w 


--cl« 




j oij r- 



dx 


cos (vh) cos (vy) (f^ 4 - fga 4- fgg) 



COS (ry) 


dö), 


m 


r2 
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i’“ 




/ „ , Cie\ 0% 

[ cos ( >4ij -^j ~ ^ cos (yh) cos (yz) ([,, f,, L.) 


"Cl« 


/ 1 ^ ^ cos (rr) , 

cos ( i^li) cos (pz) — dcö, 


Cö 


somit können wir 31) folgenderniafsen schreiben: 

0% _ 0% _ 0-X 

0W foxcosfri^). 


32) 


öh J 0h r' 


^__Z cl£ö+ j cos(yh)- 

CO 


C'T]- 0^- 


dö 



(eos(vli))g 


ay. 


— rcosf^h)) 

C7]^ ^ V crj 


f . , , V 0x1 dm 

:(eos(.hj;g.^|-. 


Differenzieren wir nochmals nach einer tangentialen Richtung 
h', so wird die Ableitung des ersten Integrales nach dem Hilfs- 
satze endlich sein, die des zweiten Integrales, weil in einem 
endlichen Gebiete um (Jo^o^o) cos (Hi) in der Form ent- 
wickelbar ist: 


cos (vh) = r • f, 


\YO f eine stets endliche Funktion vorstellt, und die des dritten 
Integrales nach Vb) des 1. Teiles. 

Wir haben somit den folgenden Zusatz zu VI b) erhalten: 

Zusatz zu VIb). Die zweiten tangeiitieiien Ab- 
leitungen von W an der Fläche co bleiben unter den in 
VIb) über x gemachten Voraussetzungen stets endlich, 
wenn die Richtungskosinusse der Normalen von m überall 
eindeutige und stetige erste und endliche zweite Ab- 
leitungen haben, Für die End iichkeit aller zweiten Ab- 
leitungen von W an der Fläche m muss im allgemeinen 
die Voraussetzung hinzugenoninien werden, dass aiifser 
der Eindeutigkeit und Stetigkeit der zweiten Ab- 
leitungen von X auch die Endlichkeit ihrer dritten 
Ableitungen gesichert sei. 

Vgl. Aiini. S. 196. 
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III. Abschnitt. 

Maximal- und der 

Poteiitialfiiiiktioiieii . 


1 . 


Kapitel 


ü d», 


r- 


Die Lage der Maxima und Minima einer Potential- 
funktion. 

§ 1 - 

Nach Ila) und Ilb) lässt sich jede Potentialfunktion U für 
jeden Punkt (xyz) ihres Gebietes r durch die Gleichung darstellen: 

U(x,y, 2 ) = - 1 r^Ud«^ 1 

47r J Ot> V 47r 
ft ) £0 

wobei V die in das Gebiet x hineingehende Normale von dft> 

vorstellt. 

Wir denken uns wieder 
um (xyz) als Centrum eine 
Kugel mit dem Radius R, der 
klein genug ist, dass die ganze 
Kugel innerhalb r liegt. Es 
ist dann U auch eine Potential- 
funktion des Kugelraumes; 
wenn wir auf diese die soeben 
angegebene Formel anwenden, 
so folgt: 

:x, y, 1 

iTc J ov T 47r i-ä 

(R) (R) 

wo V die innere Kugelnormale vorstellt. Nun ist hier: 

r = R, 
cos(rp) = l, 

somit folgt, da nach Zusatz zu la): 

r w 

j 8)) 

ist: (R) 



Fig. 56, 


Ü (x, 


dft) = 0 
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33) U(x,y,z)=^^^|'ucla,. 

\r) 


Man spricht diesen Satz gewöhnlich in der Form aus: 

VII. (Gaufsscher Satz des arithmetischen Mittels.) 
Der Wert einer Potentialfunktion ü einer Kugel in 
deren! Centrum ist gleich dem arithmetischen Mittel 
ihrer Randwerte: 



ü (x, 



(R) 


§ 2 . 

Es ergiebt sich aus VII unmittelbar der folgende wichtige 
Zusatz über die Lage der Maxima und Minima einer Potential- 
funktion: 

Zusatz 1 zu VII. Die Maximal- und Minimal werte 
einer Potentialfunktion U eines Gebietes t können sich 
nur auf der Grenze desselben vorfindeii, falls nicht 
überhaupt U in dem ganzen Gebiete t konstant ist. 
Bei Potentialfunktionen des Aufsenraumes einer Fläche 
(jo ist dabei zu der Grenze die unendlich ferne Kugel- 
fläche hinzuzureclinen. 

Nehmen wir nämlich an, es habe U in einem Punkte (xyz) 
innerhalb t z. B. ein Maximum; 
wir können dann um (xyz) als 
Geiitriim eine Kugel mit einem 
Radius R schlagen, der nur der 
Bedingung genüge, dass die Kugel 
/ ganz in dem Raum % liege. 

/ Es wird bei unserer Voraus- 

/ Setzung für jeden Punkt der 

/ Oberfläche der Kugel die Unglei- 

chung stattfinden : 

Ü(S, 9^ü(x, y, z), 
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somit auch : 

i ü (?, i) cift) :< 4nr R2 Ü(x, y, z), 

(0 

und zwar kann das Gleichheitszeichen nur stehen, wenn alle Werte 
von U auf der Kugel = U (x, y, z) sind. Nun besteht aber die 
Gleichung: 

\ K (?, Jj. J) dco = 471 U (x, y, z) 

(R) 

thatsächlich nach VII, es müssen also alle Werte von U auf der 
Kugel = ü(x,y, z) sein, d. li. es folgt, bei der Willkürlichkeit von 
Pi, es muss U in der Kugel konstant sein. 

War ü(x, y, z) ein Maximalwert von U, so müssen auch alle 
Werte ü{|, tj, J) Maximalwerte von U sein; konstruieren wir daher 
wieder um irgend einen Punkt der Kugelfläche eine neue 
Kugel, die ganz in dem Gebiete z liegt, so muss ü in dieser 
wiederum konstant = ü (x, y, z) sein und so fort; d. h. es muss 
LT im ganzen Gebiete t konstant sein. 

Wir erhielten das gleiche Resultat, wenn wir in (xyz) ein 
Minimum von U angenommen hätten. Damit ist der Zusatz 1 
zu VII bewiesen. 

Bezeichnen wir nun mit K den kleinsten, mit G den gröfsten 
Wert von ü an der Grenze, so ist nach dem Zusatz 1 zu VII im 
ganzen Raume z: 

34) K^U^G. 

Ist im besonderen G, so ist hiernach im ganzen Raume z: 

35) U=K=G. 

Wir erhalten so die beiden Sätze: 

Zusatz 2 zu VII. Ist eine Potentialfunktion an der 
Grenze konstant, so hat sie diesen konstanten Wert in 
ihrem ganzen Gebiete z. 

Zusatz zu VIL Wissen wir von zwei Potential- 
funktionen eines Gebietes i:, d'ass sie überall an der 


) Dieses Resultat werden wir später (S. 206) noch auf einem anderen 
Wege gewinnen und als einen besonderen Satz (IX a) aiissprechen. 
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Grenze gleich sind, so müssen dieselben im ganzen Ge- 
biete T übereinstimmen. 

Endlich wollen wir aus Zusatz 1 zu VII noch den fotgen 
Schluss ziehen: 

Zusatz 4 zu VII. Ist A" der kleinste, G der gröfste 
Wert einer Potentialfunktion ü eines Gebietes z an der 
Grenze, so wnrd, falls: 

36) JTcG (im strengen Sinne), 

innerhalb des Gebietes t stets die Ungleichung erfüllt 
sein: 

37) ir<:Ü<c:G (im strengen Sinne). 

Wäre nämlich in irgend einem Punkte innerhalb z wirklich: 
Ü = K oder U = G, 

so würde ü in diesem Punkte ein Minimum oder ein Maximum 
haben, und daraus würde wieder folgen, dass U überall in dem 
Gebiete z konstant, also K = G sein muss. 


2. Kapitel. 


Das Minimum des Integrales 



z 


§ 1 * 

Es sei z der Innen- oder Aufseiiraum einer geschlossenen, 
stetig gekrümmten Fläche m und F eine Funktion der Steile 
welche in dem Gebiete z alle Eigenschaften einer Potentiai- 
funktion haben soll mit der Ausnahme, dass sie nicht der 
Gleichung: 

c-F c-F _ o-F __ 

___ ^ ™ ^ J ^ 

Og- Crj- ' 0'^- 


ZU genügen braucht, und w^elche an der Fläche w irgend ivelclie 
vorgeschriebeiie Randwerte f annimrat. 

Wir untersuchen das Integral: 



T 
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Wir nehmen an, wir kennen eine Potentialiunktion U des 
Gebietes «r, die an der Fläche m die vorgeschriebenen Werte f 
aiinimmt, und setzen: 

39) F = U-hü'; 

dann hat die Funktion U' in dem Gebiete % wieder alle Eigeii- 
schafteii einer Potentialfanktion, mit der Ausnahme, dass sie 
nicht der Gleichung: 

02 ü' 02 U' 02 U' 

ZU genügen braucht, und sie hat an der Fläche m die Werte null. 
Das Integral 38) geht durch die Substitution 39) über in: 


T T , T , O f/ÖU 0Ü' 8U dü' 0Ü 0ü 

T' “ (äj- 85 + ^ 8 ,- + sc sc 

T 

— Tu + Tü' — 2 Ju' J\] dr — 2 j ü' dco, 


dr, 


ft) 


mit Hilfe einer Umformung nach dem Greenschen Theorem, wobei 
V die in das Gebiet x hineingehende Normale von dto vorstellt. 
Nun ist 

= 0 in dem Gebiete r, 

U' = 0 an der Fläche oo, 

es folgt somit: 

40) Tf = Tü + Tü., 
und da Tü- stets positiv ist: 


41) Tf^Tu. 

Wir haben so das folgende Resultat erhalten: 

Vin. Ist ü eine Potentialfunktion eines Gebietes x 
und F irgend eine Funktion der Stelle desselben Ge- 
bietes, welche an der Fläche «o dieselben Randwerte 
hat, wie U, und alle Eigenschaften einer Potential- 
funktion besitzt mit der Ausnahme, dass sie nicht der 
Laplaceschen Differentialgleichung zu genügen braucht, 
so ist stets: 
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z 



also ein Minimum der Integrale: 



clr. 


IV. Absclinitt. 

Die beiden Miiiiptprobleiiie und 'ilire Beliaiiclliiiig 
für den Inneii“ und Aiifseiiraiiiii einer Kiigelfliielie. 


1. Kapitel. 

'Die beiden Hauptprobleme und ibre Eindeutigkeit, 

§ 1 . 

Bei fast allen Problemen der Potentialtheorie handelt es sich 
«darum, eine Potentialfunktion des Innen- oder Aufsenraimies einer 
geschlossenen Fläche oo zu bestimmen, welche an der Fläche w 
•bestimmt vorgeschriebene Grenzbedingungeii erfüllt; von diesen 
Problemen sind nun die beiden folgenden die wichtigsten: 

1. Das elektrostatische Problem. 

Es soll die Potentialfunktion eines Gebietes z (des 
Aiifsenraumes oder Innenraumes einer geschlossenen 
stetig gekrümmten Fläche &>) gefunden werden, welche 
.an seiner Grenze vorgeschriebene Werte annimmt. 

2, Das hydrodynamische Problem. 

Es soll dfe Potentialfunktion eines Gebietes i: (des 
.Aufsenraumes oder Innenraumes einer geschlossenen, 
-stetig gekrümmten Fläche co) gefunden werden, deren 
normale Ableitungen an seiner Grenze vorgeschriebene 
Werte annehmen. 



— 2U6 


Wir haben die beiden Hauptprobleme bereits in einer Form 
gestellt^ in der bereits ihre Eindeutigkeit anticipiert wird, als ob 
nur eine einzige Potentialfmiktion vorgeschriebene Werte resp. 
vorgeschriebene normale Ableitungen haben könnte. Wir werden 
aber diese Sindeutigkeit auch thatsächlich zeigen, indem wir die 
folgenden Sätze beweisen: 

IXa) Sind und Uo zwei Potentialfunktionen eines 
Gebietes für welche an der Grenze überall: 

Vi = W, 

so ist im ganzen Gebiete t: 


Vi = Vo. 

IXb) Sind ü|: undÜ2 zwei Potentialfunktionen eines 
Gebietes r, für welche an der^Grenze überall: 

cVj cVo 
dv CP 


so ist im ganzen Gebiete x: 

Vx = V2 + G, 

wo C eine Konstante vorstellt, die für einen Aiifsen- 
raiiiii X gleich null, für einen Innenraum x ganz be- 
liebig ist. 

Zum Beweise dieser beiden Sätze gehen wir von der aus 
dem Greenschen Theorem folgenden Formel: 


,,, P/6U0V 0U8V 


er K) 



ft) 


dft) 


aus, die für zwei beliebige Potentialfunktionen U, V des Gebietes t 
gilt. (Man vergleiche S. 182.) 

Es seien nun Uj und Ug zwei Potentialfunktionen des Ge- 
bietes T, dann folgt gleiches für die Funktion üi — Ü 2 , und wir 
setzen in 43): 

44) ü=V = üi-Ü3, 



dann ergiebt sich: 



Ist nun überall an der Grenze: 


oder: 


so folgt aus 45): 


U, = Ü2, 

CU; _ cU., 
cv cy ’ 



^ |& (Ü1-U J|- , ( e(ü, -Uaj |^' 
l J ’ 1 'Cri f ■ i 8“ J 


dr == Cl 


Links steht eine Summe von lauter positiven Gliedern, sie 
kann also nur verschwinden, wenn ihre Summanden einzeln null 
sind, folglich ist: 

0{ü, ~U2)_0(ü,-Uo)_0(ü,-U,) ,, 

^ 0 | ■ dr^ “ 

oder: 

48) Uj = IJo -f- const. 

im ganzen Gebiete 

Ist an der Grenze überall: 

Üj == Üq, 

so muss die additive Konstante null sein, desgleichen, falls Uj 
und U2 Potentialfunktionen eines Aufsenraumes sind und an der 
Grenze überall 

cp dp 

ist, da sowohl üj als auch im Unendlichen null sein müssen» 
Sind dagegen üj und Ü2 Potentialfunktionen eines lonenraumeSy 
so bleibt bei der Grenzbedingung 

dp dp 

die Konstante in der Formel 48) beliebig. 
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§ 3 . 

Wir wollen aus dem Satze IXa) noch einige Folgeriingeii 
■ziehen: 

Die erste ist der nach IXa) unmittelbar einleuchtende Zusatz: 

Zusatz 1 zu IXa). Es existiert aufser der Null keine 
Potentialfiinktion des unendlichen Raumes. 

Es folgt analog dem Beweise von IXa) und IXb) weiter 

Zusatz 2 zu IXa). Es sei U eine Funktion der Stelle 
■des unendlichen Raumes, welche im Innern einer ge« 
schlossenen, stetig gekrümmten Fläche m den Charakter 
einer Potentialfunktion des Innenraumes, auisen den 
Charakter einer Potentialfunktion des Äufsenraiimes 
habe, und es sei für jeden Punkt (^^0 der Fläclie m: 


49) Ui — Ua = X ( J, ‘Tj, 'Q , 


wenn man mit üj resp. üa die inneren und äufsereii 
Randwerte von ü an der Fläche mit x eine gegebene 
•eindeutige und stetige Funktion der Stelle auf w be- 
zeichnet, während die ersten Ableitungen von U bei 
dem Durchgänge durch o) stetig bleiben. Es ist: 

^0) ü = W = dw, (V innere Normale von dw), 

m 


die einzige Funktion, die den genannten Bedingungen 
■entspreclien kann. 

Zusatz 3 zu IXa). Es sei ü eine Funktion der Stelle 
des unendlichen Raumes, welche im Innern einer ge- 
schlossenen, stetig gekrümmten Fläche m den Charakter 
einer Potentialfunktion des Innenraumes, aufsen den 
Charakter einer Potentialfunktion des Aufsenraumes 
habe, und es sei für jeden Punkt der Fläche w: 



SU 

dp 


(>' innere Normale von dco). 


wenn man mit 


|8U 

dy 


resp. 


8Ü 


dy 


die normalen Ableitungen 


von U an der Innen- und Aufsenseite von (a, H eine 
-eindeutige und stetige und mit seinen ersten Ab- 
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leitiingeri eridliche Funktion der Stelle auf o) bezeichnet, 
während U selbst bei dem rv'.V'O.:'.-:. r re durch m stetig 
bleibt. Es ist: 


52) Ü=V 


471 



Ol 


die einzige Funktion, die den genannten Bediii gtingen 
entsprechen kann. 


2. Kapitel. 

Behaiidliiiig der beiden Hanptprobleine für den 
Innen» und Anfsenraum einer Kugelfläclie. 

§ 1- 

Es sei f eine Funktion der Stelle auf einer Kiigelfläche mit 
dem Radius R; wir setzen voraus, dass dieselbe auf der Kugel- 
fläclie überall eindeutig und stetig ist. Wir suchen die beiden 
folgenden Probleme zu lösen: 

1. Die Potentialfunktion ü des Innen- oder Aursenraiimes 
der Kugelfläche zu finden, welche an der Kugelfläche die vor- 
geschriebenen Werte: 

53) ü = f 

annimmt. 

2. Die Potentialfunktion ü des Innen- oder Äufsenraumes 
der Kugelfläche zu finden, welche an der Kugelfläche die vor- 
geschriebenen normalen Ableitungen: 

annimmt, wobei wir unter v jetzt stets die inneren Normalen der 
Kiigelfläche verstehen wollen. 


§ 2 . 

Wir behandeln zunächst das erstere, das elektrostatische 
Problem für den einfachen Fall, dass die Funktion f eine ali- 
gemeine Kugelfunktion nter Ordnung ist: . 

55) f == fn (a, h, c). *) 

*) Wir bezeichnen mit a, b, c wie firüber für einen Punkt der 

Kiigelfläche die Richtungskosinusse der Richtung: 

Kngelcentmm ^ 


Korn, Potentiaitbeorie. 


14 
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In diesem Falle können wir sofort die Lösung des elektro- 
statischen Problems angeben: 

Xa) Die Potentialfunktion U des Innenraumes, 
welche an der Kugelfläche (R) die Werte einer all- 
gemeinen Kugelfiinktion nter Ordnung annimmt: 

56) U = fn (a, b, c), 

ist: 

/j» \11 

57) Ui (x, y, z) = fn (cos (rj x), cos (i'i y), cos (r, z)) ( j 
wenn Tj die Entfernung und Richtung 
Kugelcentrum — ^-(xyz) 

vorstellt. 

Die Potentialfunktion ü des Aufsenraumes, welche 
an der Kugelfläche (R) die Werte einer allgemeinen 
Kugelfunktion nter Ordnung annimmt: 


58) U = f„(a, b, c), 

ist: 

59) Ua(x,y, z) = f„(cos(rix),cos(riy), cos(riz))(^"^j , 
wenn wiederum die Entfernung und Riclltung: 


Kugelcentrum — y (xyz) 

¥orstellt. 

Die Funktionen 57) und 59) haben alle Eigenschaften von 
Potentialfiinktionen und nehmen an der Kugelfläche, also für: 

Ti = E 

thatsächlich die Werte: 


an. 


fn (a, b, c) 


§ 3 . 

Wir können die Lösungen 57) und 59) noch etwas anders 
schreiben : 


(R) 

trJ r " 


(R) 

L" 

\tc] 

(R) 




(R) 



es hat nämlich nach VJIIb) des IL Teiles das Integral: 

62) W= 

(R) 

für innere resp. äufsere Punkte (xyz) die Werte: 

63) Wi = 4n: fu (cos (pj x), cos (r, y), cos (Pi z)) , 


64) Wa = -47j:^-^-f„(cos(riX),cos(riy),cos(riZ))[^j ’’ ; 

und es hat nach Villa) des II. Teiles das Integral: 

65)V = Jfa^ 

(R) 

für innere resp. äufsere Punkte (xyz) die Werte: 

66) Vi = 47rR ^-^--fa(cos(riX), cos(r,y), cos(riz)) , 

1 / \/R\^ + ^ 

67) Va = 4jrR ^ f„ (cos (r,x), cos (rjy), cos (rjz)) (— j • 

Setzt man die Werte 63) und 66) in 60) und die Werte 64) 
und 67) in 61) ein, so gehen die Formeln 60) und 61) in die 
früheren 57) und 59) über. 

Wir können nun nach Zusatz 2 zu VI des II. Teiles jede Funk- 
tion f der Stelle welche den Bedingungen des Satzes Va) 

(der Sätze Vb oder Vc) genügt, in eine nach Kugelfunktionen fort- 
schreitende Reihe entwickeln, und es werden daher die Potential- 
funktionen des Aufsen- und Innenraumes, die an der Kugelfläche 
die Werte f annehmen, nach 60), 61) darstellbar sein resp. durch 
die Formeln: 


68) TJ 

1 r cos(rv) 

^ ff- 

d« 

'-2ny 

471 RJ 



r 


(R) 

(R) 


69) Ua 

1 r cosCrv) 

4- ^ fl 

d« 

27rJ ^ “ 

^47rRJ 

L 7 

r 


(R) 

(R) 



falls diese Funktionen alle Eigenschaften von Potentialfunktionen 
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Da- KescUal Ist natürlich wieder nur dann streng, falls dif- 


jh. dw 

r-,' 

(Hl 



cos (vr) 
r- 


d« 


(K) 


die Dd, ,■ .. von Funktionen besitzen, die sich nach all- 

Xerelrrekd j::en entwickeln lassen, also in jedem Falle 
iiaeii Zusatz zo Va) des II. Teiles und Vb), IVc) des L Teiles^ 
werai f mit seinen ersten Ableitungen auf (R) eindeutig und stetig 
und ini!: seinen zweiten Abieliungen endlich ist. 

■Xach Via) und Vlb) haben nun Üi und Üy, auch die Eigen- 
seliaiten von Potentialiiroktionen, falls f mit seinen ersten Ab- 
lel-'zn. auf (Rj eindeutig und stetig ist und endliche zweite 
A: Id: aU. hat. 


Wir relar.e:-:: so zu dem Resultate: 

Zusatz zu Xaj. Die Po tential funktionen des Inneii“ 
resp. Aufsenraiimes einer Kiigelfläche (R), welche an 
der Kugelfläche gegebene Werte f annehmen, sind: 


1 rVcosCrj'j , 

: I f . 

2frJ r- 

(H) 


LV=- 






(R) 


4;rRj^ 

(R) 

- 4 - 

(R) 


clft) 


d« 


i'aiis f mit seinen ersten Ableitungen eindeutig und 
stetig ist und endliche zweite Ableitungen hat. 

Mit Hüte der Methode von C. Neumann, die wir im IV. und V. Teile 
wesentheii verallgemeinert betrachten werden, lässt sich die Existenz der 
I otentialfanktionen U; und unter viel allgemeineren Bedingungen bo- 

weisen. ® 


§ 4 . 

^ \\ ir behandeln nun auch das hydrodynamische Problem für 

oen einfachen Fall, dass die Funktion f, der die normale Ab- 
Jeimng der gesuchten Potentialfunktion U an der Kugelfläche 
gleich werden soll, eine allgemeine Kugelfunktion nter Ordnung ist 

\\ ir können dann auch sofort die Lösung des hydrodynamischen 

rroDiems angeben: 
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Xb) Die Potentialfunktion des Innenraiimes, welche' 
an der Kugelfläche die normalen Ableitungen:'^) 

fn(a, b, c) 

besitzt, kann sich von der Funktion: 

R. \ f T 

70) Üi(x, y, z) = - ^ f„ (cos (rjX), cos (FiY), cos (fiz)) ) 

nur um eine (im übrigen willkürliche) Konstante unter- 
scheiden. 

Die Potentialfunktion des Aufsenraumes, welche 
an der Kugelfläche die normalen Ableitungen: 


fa(a, b, c) 

besitzt, ist: 

71) Ua(x, y, 2 ) = fn(cos(rix), cos(r,y), cos(riZ))(5j , 

wenn Vi immer die Entfernung und Richtung: 

Kugelcentrum — ^ (xyz) 

vorstellt. 

Eine so einfache Ausdehnung des Satzes Xb) auf die Lösung des 
allgemeinen hydrodynamischen Problems, wie die des Satzes Xa) auf die 
Lösung des allgemeinen elektrostatischen Problemes ist nicht möglich, es 
lässt sich jedoch wieder für die Kugelfläche sowohl, als auch in viel all- 
gemeineren Fällen die Existenz der Uj und Uj^ mit Hilfe der Methoden 
von C. Neumann und Kobin beweisen, die wir im V. Teile wesentlich 
verallgemeinert betrachten werden. 

Wir werden, wie wir nunmehr zeigen w’-erden, mit Plilfe einer Er- 
weiterung des Begriffes der Potentialfunktion (Teil IV) im stände sein, 
das elektrostatische und hydrodynamische Problem unter sehr allgemeinen 
Bedingungen zu lösen. (Teil V.) 


D Da wir jetzt stets v als die inneren Normalen der Kugelfläche aiif- 
fassen, ist die normale Ableitung von U 

= an der Kugeifläche (R). 


IV. Teil 


der 




‘ . pt T: 
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L Abschnitt. 


Befliiition dei 
ilire Darstel! 




als 




’-i?-! PotesiöfilftisäM'ozs::;, 
rrfiäslieiiiMtsgFale und die 


Lage ihrer extremen Werte. 


1. Kapitel. 

Definition der allgemeinen Potentialfunktionen. 

§ 1 - 

Wir werden es in diesem Teile wiederum mit Funktionen U 
des Innen- und Aufsenraumes einer geschlossenen Fläche « zu 
ihun haben: die Fläche m soll nun aber wieder den allgemeineren 
Charakter haben, wie er durch die Festsetzungen in den ein- 
leitenden Bemerkungen*) festgelegt wurde. Die als abteilungsweise 
eindeutig und stetig anzunehmenden Randwerte solcher Funk- 
tionen des Innen- und Aufsenraumes von « bezeichnen wir in 
diesem Teile stets mit f und die Kurven, durch welche oy in 
Fiächenteile zerlegt wird, auf denen 

f, cosIj/x), coslvy), cos(j/z) 

eindeutig und stetig sind, als die Trennungskurven**) der Fläche m 
in bezug auf die Randwerte f oder kurz als die Trennungskurven 
von w. Nach diesen Festsetzungen sprechen wir die folgenden 
Definitionen aus: 


"^1 Bei Berücksiebtigung des Kleingedruckten. 


Wir werden später zu diesen Trennungskurven auch die Kurven 
hmzurechnen, in denen die ersten Ableitungen von f unstetig sind. 



Definition 1. Eine Funktion U der Stelle (xyz) des 
Innenraumes t einer geschlossenen Fläche m soll eine 
allgemeine Potentialfunktion dieses Innenraumes % ge- 
nannt werden, wenn 

1. ü in dem ganzen Gebiete t im allgemeinen ein- 
deutig und stetig ist und zwar eindeutig und stetig in 
dem ganzen Gebiete solange man sich in endlicher 
Entfernung von einer endlichen Anzahl von Trenniings- 
kurven hält; wenn 

2. sämmtliche Ableitungen von ü innerhalb r ein- 
deutig und stetig sind, und wenn 

3. im ganzen Raume t die Differentialgleichung: 


erfüllt ist. 


02U g2ü 




§ 3. 

Definition 2. Eine Funktion U der Stelle (xyz) des 
Aufsenraumes z einer geschlossenen Fläche co soll eine 
allgemeine Potentialfunktion dieses Aufsenraumes z 
genannt werden, wenn U die den obengenannten drei 
Bedingungen entsprechenden Bedingungen erfüllt und 
in Punkten, welche eine genügend grofse Entfernung P 
von einem im Endlichen gelegenen Punkte besitzen, 
den Gleichungen, genügt: 


2 ) 


ü = 



D, 


3 ) 






wo- D, Dl, Dg, Dg Gröfseii' vorstellen, die. ■ durch Ver- 
gröfserung von P unter jeden- beliebigen Kleinheits- 
grad herabgedrückt werden können. 
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§ 4 . 

Wir werden in diesem Teile die folgende Aufgabe lösen: 
Wir werden zeigen, dass wir stets eine iillgemoine Potential- 
fiinkliO'ii des Innenraumes sowohl, als auch des Aufsenraumes von « 
angeben können, welche im ganzen Innen- resp. Aufsenraome 
eindeutig und stetig sind und an der Fläche m die vorgeschriebenen 
’Werte f wenn f den folgenden Bedingungen genügt: 

Es sei mi eine geschlossene Fläche, die ganz innerhalb m 
liegt 1®/ eine geschlossene Fläche von solcher Beschaffenheit, 
dass m ganz innerhalb liegt), und wir kennen eine Funktion F 
der Stelle, welche in dem von m und {m und begrenzten 
Raume mit ihren ersten Ableitungen eindeutig und stetig ist und 
endliche zweite hat, und welche an der Fläche m 

die Raiidvrerte f besitzt. Die Flächen w/ («/) können dabei der 
Fläche m beliebig nahe liegen. 

Wir werden ferner einige wichtige Modifikationen und Ver- 
er. dieser Bedingungen kennen lernen. 


2. Kapitel. 

Die Darstellung der allgemeinen Potentialfunktionen 
als Cberfläclienintegrale. 

§ 1 - 

Die Sätze I bis \ des III. Teiles, welche für Potential- 
runktionen und stetig gekrümmte Flächen oo abgeleitet wurden, 
sind ohne Weiteres auch auf den Fall auszudehnen, dass die 
Funktionen 

cos(»'x), cos(j'y), cos{vz) 

auf m nur abteilungsweise stetig sind, dagegen ist ihre Ausdehnung 
auUieii Fall, dass die Funktionen ü allgemeine Potentialfunktionen 

sind, nicht mehr allgemein zulässig. Denken wir uns indessen 
eine geschlossene Fläche < die ganz innerhalb « liegt, so ist 
eine allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von « eine 
Po tentia! funkt ion des Innenraumes von «f, und denken wir 
uns eine geschlossene Fläche Wa' so, dass «ganz innerhalb w/ 
hegt, so ist eine allgemeine Potentialfunktion des Aufsenraumes 
’ion <0 eine Potentialfunktion des Aufsenraumes von und 
wir können nach diesen Bemerkungen die uns hier zunächst 



interessierenden Sätze II und III des IIL Teiles in folgender Weise 
auf allgemeine Potentialfunktionen ausdehnen: 

la) Jede allgemeine Potentialfunktion ü des Innen- 
raumes t einer geschlossenen Fläche m lässt sich an 
jeder Stelle (xyz) innerhalb z durch die Formel dar- 
stellen: 

, s .. 1 CdUdo) 

4,) + 

Oli 

Dabei bedeutet irgend eine innerhalb z ver- 

laufende, den Punkt (xyz) in ihrem Innenraum enthal- 
tende geschlossene Fläche, d« ein Element derselben 
mit der inneren Normale v und r die Entfernung und 
Richtung: 

dö) — (xyz). 


irrj 


Oh 


Ib) Jede allgemeine Potentialfunktion U des Aufsen- 
raumes z einer geschlossenen Fläche o) lässt sich an 
jeder Stelle (xyz) innerhalb z durch die Formel dar- 
steilen : 


4b) U-- 


jL^pü ^ 
47rJ dy r 


1 r cos(rv) 
4^jU-^dco. 


Dabei bedeutet irgend eine m uraschliefseiide, 
ganz innerhalb z verlaufende und den Punkt (xyz) in 
ihrem Aufsenraum enthaltende geschlossene Fläche, 
do) ein Element derselben mit der äufseren Normale r 
und r die Entfernung und Richtung: 


dcö 


(xyz). 


Ic) Ist U eine allgemeine Potentialfunktion des 
Innenraumes einer geschlossenen Fläche co, so ist für 
jeden Punkt (xyz) des Aufsenraumes: 


A ^ pU d« 1 f cos(rj^) , 


Wi 


bei denselben Bezeichnungen, wie in Satz la). 

Id) Ist U eine allgemeine Potentialfunktion des 
Aufsenraumes einer geschlossenen Fläche so ist für 
jeden Punkt (xyz) des Innenraumes: 


4dl 0 = 


1 TcU dw 
4 rr ■ 01' r 


47rJ "r^ 


dcö, 


£öa' 


bei denselben Bezeichnungen, wie im Satze Ib). 


S 9 


Wir werden 


Wo 


im folgenden stets, wenn wir von den Flächen 
dieselben von einer ganz bestimmten Form an- 
nehmen, jede derselben be- 
stehend aus Teilen einer ring- 
förmigen Fläche von solcher 
Beschaffenheit, dass jede Nor- 
malebene der Trennungskurven 
aus derselben einen Kreis von 
dem (beliebig kleinen) Radius g 
ausschneidet^ und Flächen, 
welche von den stetig ge- 
krümmten Flächenteilen von m 
den (beliebig kleinen) kürzesten 
Abstand r haben. 

Mit Rücksicht auf diese 
Festsetzung w^erden wir von je zwei Teilen der Flächen ooi 
und Wa' einem ringförmigen Teile (q) und, , einem 

zweiten Teile (r), den wir als die Parallelfläche zu « bezeichnen 
wollen. 



Für den Fall, dass die Trennungskurven nicht stetig gekrümmt 
sind, sondern Trennungspunkte besitzen, oder falls mehrere Teile 
der in einem Punkte zusammenlaiifen, wird die 

ringförmige Fläche (g) auf der einen Seite von m durch eine 
kleine Kugelkalotte mit dem Radius g um den betreffenden Punkt 
als Centrum zu ergänzen sein; wir werden uns bei den folgenden 
Untersuchungen im Wortlaut nur an stetig' gekrümmte Trennungs- 
kiirven halten: die Ausdoimm-g auf den allgemeinen Fall dürfte 
ivohl eine besondere, ausführliche Behandlung nicht benötigen. 

Zusatz zu la) bis Id). Wir nehmen ah,- wir wüssten 
von den allgemeinen Potentiaifunktionen Ui und Ua des 
Innen- resp. Aufsenraumes, dass an der Fläche m in 
endliclieii Entfernungen' von den Treniiungskurven ihr e 
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normalen Ableitungen endlich sind und dass bei 
genügender Annäherung an die Trennungskurven: 

eUi 


5a) ? 


dv 




and bei genügender Annäherung des variabeln Punktes 
auf einer Fläche welche mit m eine Trennungskiirve 
gemein hat und m überall unter von null verschiedenen 
Winkeln 6 schneidet, an einen Punkt dieser Kurve: 


5b) 


öh"" ^ 




wo Q resp. Q die kürzesten Entfernungen von den Tren« 
nungskurven vorstellen, h' irgend eine tangentiale Rich- 
tung von m' und J (^), ^{q') Gröfsen, die durch Verkleinerung 
von Q res-p.Q' unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt 
werden können; in diesem Falle gelten die Formeln: 

C cosfrv) 

00 00 


6a) 


Ui = - 


_i_ 

4:71 } dv r 47r. 


dft), 


0 = 


1 üUadw 1 cos(r?^) , 

. {_ U 

4;i:J 0?^ r 47t j r^ 


6b) 



00 


00 

°‘-s' 

) dv r 

47r 


00 



" 0Ui d« 

1 6v r 

_±| 
47r J 

t/ 

1 

m 

M 



im ganzen 
Innenraume, 


Aufsenraume, 


wenn v die innere Normale von dft) vorstelit. 

In diesem Falle können wir nämlich bei den Formeln 4a) 
bis 4d) zur Grenze übergehen; mit abnehmendem r und q konver- 
gieren die Integrale über die Ringflächen (^) zu null(^^j, die Integrale 
über die Parallelflächen (r), die in die Integrale über m übergehen, 
zu endlichen Grenzwerten. 


Und zwar bei genügend kleinem 6; 


5 c) Q 


, 0Lh D(e') 




0h' 


0h' 


D(c') 


tt) r/) 


O ! t -1 

O. . ^ 

Die Lage der Maxima Tind Minima einer allgemeinen 

Potentialfnnktiom 

1 * 

Da jede allgemeine Poteniiaifunktion des Innen- oder Aiifsen- 
raiiiijes von m eine Poleiitiaifuaklion irgend eines Gebietes ist^ 
das: ganz innerhalb des Innen- oder x4ufsenraümes von m liegt,, 
Mqt ans Salz VH des IIL Teiles: 

li. Die Maximal- und Minimalwerte einer allgemeinen 
Potentialiunktion U des Innen- oder Aufsenraum es 
von ü} können nicht in endlicher Entfernung von 
liegen, falis U nicht überhaupt in endlicher Entfernung 
von m konstant ist. 

§ 2. 

Aus diesem Satze ergeben sich, falls wir wissen, dass U im 
ganzen Innen- resp. Aulsenraiim eindeutig und stetig"^) ist, die 
beiden F ~ ’ ger:::: g:-.: : 

Zusatz 1 zu II. Ist K der kleinste, G der gröfste 
Piaiidwert einer allgemeinen Potentialfiinktion U des 
Innen- oder Aufseiiraumes von oj, die im ganzen Innen- 
oder Aiifsenraume eindeutig und stetig ist, so ist im< 
ganzen Innen- oder Aiifsenraume: 

7a)K<U<G, 

und zwar gilt in endlicher Entfernung von m die Un- 
leicliuiig in strengem Sinne, falls K •< G (in strengem 

in ne). 

Zusatz 2 zu II. Sind üj und zwei allgemeine 
Polen tialtunkti onen des Innenraumes (Aufsenraumes) 
\oii öl, die im ganzen Innenraume (Aufsenraume) ein- 
deutig und stetig sind, und ist an der Fläche m: 

7b) = 

so besieht diese Gleichung im ganzen Inneiiraume 

(Aiifsenraume). 


D Wir werden solche Funktiönen ü als stetige, allgemeine Potential- 
lanktioiien des innen- resp. Anlsenraumes bezeichnen. 



11. Al^scliuitt. 


Die T uM die 7:^::; 

W einer gescMosseiieii T7;7:7 ü o? als aüfsrEez’t- 
Po7r'.:'''':.’f:...-'7:j:)!ieii des Innen- und Anfseiiraiinies. 


1. Kapitel. 

Die FläoheiipotSiitiale V einer geschlossenen Fläche w 
als allgemeine Potentialfunktionen des Innen- und 
Anfsenraumes. 

§ 1 - 

Wir können den folgenden Satz aussprechen: 
lila) Jedes Flächenpotential der geschlossenen 
Fläche <ö: 



CiU 


ist jedenfalls eine stetige, allgemeine Potentialfunktioii 
des Innen- und Aufsenraumes, wenn wir über H die 
Voraussetzung machen, dass es auf oo eindeutig und 
stetig"^) ist. 

Es folgt dies ohne weiteres aus den Sätzen la) bis Ic) und 
Va) des L Teiles. 


§ 2. 

Es sei weiter F eine Funktion der Steile (xyz) des Inneo- 
oder Aufsenraumes von oo, welche alle Eigenschaften einer all- 
gemeinen Potentialfunktioii hat, mit der Ausnahme, dass sie der" 
Laplaceschen Gleichung nicht zu genügen braucht; es soll ferner: 

9) F = V an der Fläche m 
sein. Wir untersuchen das Integral: 


'••) Obwohl wir die Bedingungen für H viel allgemeiner fassen können, 
sprechen wir den Satz in dieser Form aus, in der er zunächst für unsere 
Zwecke genügt. 


wo j den Iniienraum der Fiäche «i' resp. den Aiilsenraiiiii der 
Flache Torstellt. 

Wir setzen: 

11) F^V-r-Vh 

dann hat die Funktion V alle Eigenschaften einer allgemeinen 
PoteritialfunMioo. mit der Ausnahme, dass sie der Laplaceschen 
Gleichung nicht zu genügen braucht, und es ist: 

12) T' = 0 an der Fläche w. 

Dorcli die Substitution 11) geht Tp über in: 


13j TV = Tv~TV 


0V0V'' 

? dx ex ‘ dy dy dz dz 


Nun ist, nach einer Umformung mit Hilfe des Greenschen 

Theorems: 




£VoV'_^cVcV' 8 vev'' 
[_cx 6x ■ cy cy dz dz 


14) 


-1 

co' 

-! 

% 

=-] 


V'fd»*) 


V'z/Vdr, 




da ^/¥ == 0 ist, somit : 

15) Tf = T'v + TV-2J 


V — d®. 
0y 


Das Flächenintegral rechts teilt sich in zwei Teile, über die 
Paralieliäche (r) zu m und die ringförmige Fläche (^); nehmen wir 


"'■) r ist liier die in das Gebiet j hinemgeliende Normale von dw. 



im besonderen die Fläche oo als stetig gekrümmt an^ so ist m' 
mit der Paralielfläche (r) identisch, und es kann das Flächen-» 
integral durch Verkleinerung von r unter jeden Kleinheitsgrad 
herabgedrückt werden, da V mit abnehmendem r zu null kon- 
vergiert.'*’) Andererseits hat TV, falls nicht im ganzen Raume 

V' = 0 


ist, einen von null verschiedenen, positiven Wert, der durch 
Ausdehnung des Gebietes %' nur vergröfsert werden kann; es 
folgt daraus, dass wir durch genügende Annäherung von m' an m 
stets die Ungleichung: 


erreichen können. 
IV a) Ist 


16) TT >• T'-y 


w 


ein Flächenpotential der geschlossenen, stetig ge- 
krümmten Fläche €ö, in welchem die Funktion H auf m 
eindeutig und stetig ist, ist ferner F irgend eine Funktion 
der Stelle (xyz) des Innen- oder Aufsenraumes t von 00, 
welche alle Eigenschaften einer allgemeinen Pot ential- 
funktion hat, mit der Ausnahme, dass sie der Laplace- 
schen Gleichung nicht zu genügen braucht, und die an 
der Fläche m die Randwerte: 


17) F-V 



dadurch erreichen, dass wir die Oberfläche £0' genügend 
nahe an die Oberfläche « heranrücken lassen. 


^ Während endlich bleibt. Vgl. Beweis des Hilfssatzes S. 193. 
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2. Kapitel. 

Die Flä:!'.3r,:.~t?:-g-::T,!3 W einer gescMossenen Fläche « 
als allgemeine Potentialfunktionen des Innen- und 
Aufsenraumes. 


§ 1 - 

Wir können den folgenden Satz ausspreclien: 

Illb) Jedes Flächenintegral über die geschlossene 
Fläche m; 

19) W = 

CO 

ist eine stetigej allgemeine Po ten tialfunktion deslnnen- 
tind Aufsenraumes, wenn wir über ^ lediglich die Voraus- 
setzung machen, dass es auf w eindeutig und stetig ist. 

Es folgt dies ohne weiteres aus den Sätzen la) bis Ic) und 
Vb) des L Teiles. 

§ 2. 

Wir machen nunmehr über x noch die Voraussetzung, dass 
seine ersten Ableitungen auf oo eindeutig und stetig, die zweiten 
Ableitangen überall endlich sind, solange man sich in endlicher 
Entfernung von einer endlichen Anzahl von Trennungskurven 
hält, während bei genügender Annäherung an dieselben die 
Relationen bestehen: 


20 ) 




0 r cos(rF) , 

^ \ X ^ d« = 

cv .1 r- 




wo g die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes von den 
Trennungskurven , h irgend eine tangentiale Richtung vorstellt 
und D(g). J{q) Grölsen, die durch Verkleinerung von g unter 
Jeden .-drück: werden können. 

Das Fiächenintegrai W besitzt bei unseren Annahmen alle 
Eigenschaften, die die Voraussetzung des Satzes Villa) im I. Teile 
und des Zusatzes 4 zu demselben in Anm. (2®) bilden. 

Es ergiebt sich mit Hilfe derselben!^®) für eine beliebige 
Fläche m in analoger Weise, wie wir den Satz IV a) abgeleitet 
haben, die Ableitung des folgenden Satzes: 



I?b} Ist in dem Flächenintegrale 

schlosseiie Fläche m: 


W 




cos (yp) 


Am 


über die ge- 


die Funktion ‘a auf 03 eindeutig und stetig, sind ihre 
ersten Ableitungen eindeutig und stetig, die zweiten 
Ableitungen endlich(‘^'‘), solange man sich in endlicher 
Entfernung von den Trennungskurven der Fläche in 
bezug auf die Funktion y. hält, während bei genügender 
Annäherung an dieselben die Relationen bestehen: 


ö — == D (e), Q 


^oh 


dp 




WO Q die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes 
von den Trennungskurven, h irgend eine tangentiale 
Richtung und D(^), -^{q) Gröfsen vorstellen, die durch 
Verkleinerung von ß unter jeden Kleinheitsgrad herab- 
gedrückt werden können; ist ferner F irgend eine Funk- 
tion derSteIle(xyz)desInnen-oder Aufsenraumes v von 
ft), welche alle Eigenschaften einer allgemeinen Poten- 
tialfunktion hat, mit der Ausnahme, dass sie der La- 
placeschen Gleichung nicht zu genügen braucht, und 
die an der Fläche u die Randwerte: 

F = W 


hat, so können wir stets die Ungleichung: 



dadurch erreichen, dass wir die Oberfläche m' genügend 
nahe an die Oberfläche oa heranrücken lassen. 


§ 3 . 

Bei den Voraussetzungen des Satzes IV b) bat das Integral TV 
einen bestimmten endlichen Grenzwert: 


rr/8W\2 fdW\^ f0W\2 

(w) +läF) 


d-r 


-.f 


wf d,; 


Korn, Potentialtlieorie. 


15 
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in gleicher Weise hat bei den Voraussetzungen des Satzes IV a) 
stets T'v einen bestimmten, endlichen Grenzwert: 



Wir können infolgedessen die beiden Sätze IVa) und IVb) 
rolgendermatsen zusammenfassen : 

IVc) Ist P irgend eine Funktion der Stelle (xyz) des 
Innen- oder Aufsenraumes einer geschlossenen, stetig 
gekrümmten Fläche «, welche alle Eigenschaften einer 
allgemeinen Potentialfunktion hat, mit der Ausnahme, 
dass sie der Laplaceschen Gleichung nicht zu genügen 
braucht, und welche an der Fläche w dieselben Rand- 
werte, wie die Funktion; 

, „ r JVdtö C cos(vv) , 

24) L = Ci \ — + C2 J 

(Ü (O 


besitzt, in der Cj und C2 gegebene endliche Konstanten^ 
H und X eindeutige und stetige Funktionen der Stelle 
auf m Yors teilen; und wissen wir, dass die ersten 
Ableitungen von x eindeutig und stetig, die zweiten 
endlich(^") sind, solange wir uns in endlichen Ent» 
feriiiingen von einer endlichen Anzahl von TrennungS'-^ 
kurven der Fläche co halten, während bei genügender 
Annäherung an dieselben die Relationen bestehen: 






m 


wo e die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes 
von den Trennungskurven, h irgend eine tangentiale 
Richtung vorstellt und D(e), Gröfsen, die durch Ver- 
kleinerung von Q unter jeden Eieinheitsgrad herab- 
gedrückt werden können, so ist das einen bestimmten 
endlichen Wert besitzende Integral: 



wenn anders dem Integral: 
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ü}3eriiaiipt ein bestimmter endlicher Grenzwert: 



% 


ziikomrnt. 

Ist so gilt der Satz für beliebige geschlossene 

Flächen m. 


III. Abschnitt. 


üFitöFSschtiiigeii für den Innen- und 
einer Kugelfläclie. 




1. Kapitel. 

Die Lösung des Hauptproblems für den Innen- und 
Aufsenraum einer Kugelfläclie. 

§ 1 . 

Wir denken uns eine Kugelfläche mit dem Radius R und 
auf derselben eine Funktion f ausgebreitet, die überall auf der 
Kugelfläche (R) eindeutig und stetig ist; es mögen aber auf 
der Kugelfläche eine endliche Anzahl von Trennungskurven vor- 
handen sein, von solcher Beschaffenheit, dass in endlichen Ent- 
fernungen von denselben die ersten Ableitungen von f eindeutig 
und stetig, die zweiten Ableitungen endlich sind, während bei 
genügender Annäherung an die Trennungskurven die Relationen: 

27) e|=D(9), = 

(R) 

erfüllt sind, wo q die kürzeste Entfernung des betreffenden 
Punktes von den Trennungskurven, h irgend eine ’ tangentiale 
Pachtung vorstellt und D(^), ^{q) Gröfsen, die durch Verkleinerung 
von q unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können. 

Die Funktion f ist jedenfalls (nach Vc des IL Teiles) nach 
allgemeinen Kiigelfunktionen fn entwickelbar: 



und es sind daher: 


X 


2,3) f=2" 

0 



' : allgemeine Potentlalfunküoin welche an der Fläche m die 

vorgeschriebenen Werte f annehnieii, wenn wir wie im IL Teile 
unter aj bj. c. die Richtungskosinusse der Richtung 
Centrum — (xyz), 

mit Fj die Centraldistanz von (xyz) bezeichnen, und mit a, b, c 
die Werte Ton b^, Cj, sobald der Punkt (xyz) auf der inneren 
oder äiilseren Seite der Kugelfläche selbst liegt. 


§ 2 . ^ 

W^ir können (genau wie im III. Teile S. 212) üi und IJa in der 
Form darstellen: 


BO) 


1 r-fcosM 

1 rfd« 

'Itt) r- ^ 

4frRJ r 

(R) 

(R) 


1 rfd« 

27r3 r'^ 

^47rRj r 

(R) 

(R) 


da bei unseren Voraussetzungen über f diese Funktionen auf jeder 
!{uge!f.‘hahc' (r|j nach allgemeinen Kugelfunktionen entwickelbar 
sind,^') und die so entstehenden Reihen stimmen eben mit den 
Reihen 29) überein. 

Die Funktionen BO) erfüllen nun die Voraussetzung des 
Satzes IVc) und wir können folgendes Resultat aussprechen: 

V. Ist f eine eindeutige und stetige Funktion der 
Stelle auf der Kugelfläche, deren erste Ableitungen 
eindeutig und stetig, und deren zweite Ableitungen 

*) Nach V c) des IL Teiles unter BenützuDg von Villa) des I.’ Teiles 
uad Anm. (-*) (Zusatz 3 zu Vlllb). 
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endlicli(^'') sind, solange man sich in endlichen Entfer- 
nungen von einer endlichen Anzahl von Trennungs- 
kurven hält, während bei genügender Annäherung an 
dieselben die Relationen: 


e J = D(e), e 


COS (r^) 
r 2 




(R) 

erfüllt sind, wo q die kürzeste Entfernung des betreffen- 
den Punktes von den Trennungskurven, h irgend eine 
tangentiale Richtung und D(^), Gröfsen vorstellen^ 
die durch Verkleinerung von q unter jeden Kleinheits- 
grad herabgedrükt w^erden können, so sind die Funk- 
tionen der Stelle (xyz), (riaibiCi): 

Ui = fji (Ui, bj, Ci) , 

0 ' ^ 


üa = 2nf„(ai,b„C.) - . 

in denen: 

ln (ö-i! t)l? ^l) ~ ^ ^ “t" CC|) dcö, 

(R) 

stetige, allgemeine Potentialfunktionen resp. des Innen- 
und Aufsenraumes der Kugelfläche, welche an der 
Kiigelfläche die Werte f annehmen. 

Ist F irgend eine andere Funktion der Stelle (xyz) 
des Innen- oder Aufsenraumes, die alle Eigenschaften 
einer allgemeinen Potentialfunktion hat, mit der Aus- 
nahme, dass sie der Laplaceschen Gleichung nicht zu 
genügen braucht, und welche an der Kugelfläche die 
Randwerte f annimmt, so erfüllen die beiden Integrale:^) 





Tj sei der Innenraiim, der Aufsenranm der Kugeifläclio. 
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die beide ganz bestimmte endliche Werte haben, die 
Ungleichungen: 



v.-enn anders die Integrale: 



bei Annäherung der Flächen «i' w/ an die Kugelfläche (R) 
■" !: erhaupt bestimmte endliche Grenzwerte haben. 

Bemerkung. Die zweite Voraussetzung 27) kann fort- 
bleiben(-‘5j, wenn wir für irgend eine Funktion F die Endlich- 
keit der in 32) rechts stehenden Integrale beweisen können. 

2. Kapitel. 

Die (erweiterten) Poincareschen. Sätze für die Kugel- 
fläche. 

_ § 1 . 

Es seien Lj und üa die durch den Satz V) gegebenen allge- 
meinen Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsenraumes der 
Kugelfläche (R), welche an der Kugelfläche die den Voraus- 
setzungen des Satzes V) entsprechenden Werte f annehmen, dann 
ist an einer Kugelfläche mit dem Radius Ri < R, resp. an einer 
K_ gelnücL-j mit dem Radius Ra > R: 




231 


1 'M) 1 ^ 




1 -il [!UD 2. ' 

OTT ' 00 n-^.1 /R + - 

\p\ '^-(r • 

[ I kRa) 0 ^ 

Sei Ti' der Innenraum von (Ri), < der Aufsenraura von (Ra: 

SO ist: 

rr ' (Ri) 

Ä 47rn 1 ff 2 , 

=^“ 2 l(nR'lRj .V“ ' 


Va' (Ra) 

Ä Mn + 1) 1 /RV“+®rf2.„ 
=S“^i(Tr-R‘lRaj ‘^“• 
1 ^ (Ra) 

Setzen wir noch: 

36) R^Ra = R^ 

so können wir die Formeln 35) auch so schreiben: 


0üa\^ , /0üa\2 , /Öüaf 


jLrsr; -^Kdj) ^\dzj r 

^ Ä 47r(n + l) 1 /RiV'^'*'^ (*!> 2 ^,.. 

-S" 2n + l 'rar; ’ 

i U-. (R) 

und wir können aus denselben, da jedes 


den Schluss ziehen: 
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Beide Integrale haben bei unseren Voraussetzungen ganz 
bestimmte endliche Grenzwerte, es besteht also auch im Grenz- 
falle die Ungleichung: 

39) Ti ^ Ta, 

wo : 



Via) Sind üi resp. Ua die durch den Satz V gegebenen 
allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsen- 
raumes der Kugelfläche (R), welche an der Kiigelfläche 
die den Voraussetzungen des Satzes V entsprechenden 
Werte f annehmen, und bezeichnen Ti und Ta die über 
den Innen- resp. Aufenraum von (R) zu erstreckenden 
Integrale: 



so ist stets: 

Ti^Ta. 


§ 2 . 

Die Funktion Uj erfüllt stets die Bedingung 

r 


41a) (-id« = 0; 


(R) 


vf'iT setzen voraus, dass auch üa der Bedingung : 

j ■ 

(R) 
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genüge, dann ist auch an jeder Kugelfläche (Ra): 

’8Ua 




somit: 


(Ra) 


42) fo = 0, 

und es folgt aus den Formeln 37), da jedes: 

11 + 1 < 2n, n = 1 , 2 . . . : 



Beide Integrale haben bei unseren Voraussetzungen bestimmte 
endliche Grenzwerte Ti und Ta, es folgt somit: 

44) Ta^2Ti 

VIb) Erfüllt bei den Voraussetzungen des Satzes Via) 
Ua die Bedingung: 

- = o, 

(R) 

so besteht stets die Ungleichung: 

45) Ti^^Ta. 


§ 3. 

Wir können die erste Formel 33) auch so schreiben: 


00 


fRiV 


46) |üi|(Ep = C + 2“fn(a„bi,Ci) ^ 
1 ^ 

wo G eine Konstante ist, welche der Gleichung: 


47) J(f-G)da) = 0 

(R) 



2U 


genügt, und wo wir wieder den allgemeineren Fall betrachten, 
in dem im ailgemeinen 

r cU» 


cv 




(R) 


Aus 46) folgt: 

f(Ui - c)-’ d« =1;. ff„^ d«, 


oder 


(Ri) 


(Ri) 


4S) f(C, - 0» d« -2. (!)“■'' ('f.‘ d». 

(Ri) 1 (R) 

Vergleichen wir diese Formel mit der ersten Formel 37), so 
folgt: 

49) j (U, - 0= d„ 5 «.)■[(§)+ (f j + (f ]’] d.. 

(Ri) 

Beide Intc-gra’-;- haben ganz bestimmte endliche Grenzwerte, 
es bestellt also auch im Grenzfalle die Ungleichung: 

50) S<RTi, 


wenn man: 


setzt. 


51) S = j'(f-C)2d<» 


(R) 


VIc) Bei den Voraussetzungen des Satzes Via) ist 

stets: 

S^RTi, 

wenn man unter S das Integral: 


{(f-C)^ 

t) 


dfiö 


(R) 


versteht und die Konstante G durch die Gleichung: 

f'(f-C)dft) = 0 


(R) 


definiert. 



IV. Abschnitt. 


V. 


für 


welche 


gegen einen iniiereii Punkt konvex sind. 


Wir wollen unter einer geschlossenen Fläche w, die gegen 
einen inneren Punkt 0 konvex ist, eine geschlossene Fläche m 
verstehen, welche keine durch den Punkt 0 gehende Tangential- 
ebene besitzt. Für den Innen- und Aufsenraiim einer solchen 
Fläche wollen wir unser Hauptproblem in diesem Abschnitt lösen. 


1. Kapitel. 

Die (erweiterten) Poincaresclieii Sätze für gescMossene 
Elädien, die gegen einen inneren Punkt konvex sind. 


§ 1- 

Es seien xi und jfa eindeutige und stetige Funktionen der Stelle 
auf einer geschlossenen Fläche w, die gegen einen inneren Punkt 0 
konvex ist, ihre ersten Ableitungen seien eindeutig und stetig, 
ihre zweiten Ableitungen endlich (^'^), solange man sich in endlicher 
Entfernung von einer endlichen Anzahl von Trennungskurven 
hält, während bei genügender Ännäherurig an dieselben die 
Relationen bestehen: 


52) 






00 




e ^ = Da(?), Q J d« = 


wo Q die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes von den 
Trennungskurven, h irgend eine tangentiale Richtung vorstellt 
und Di(^), Da(^), Gröfsen, die durch Verkleinerung 

von Q unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können, 
überdies wisse man von den Funktionen: 
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53) 


Wi= fxi 


COS (r?^) 


äw, des Innenraumes, 


CÖ 


Wa= f 


Jta — - i— ^ do), des Aufsenraumes 


dass an der Fläche «: 

54) Wi = Wa, 

wir untersuchen die über den Innen- resp. Aufsenraum von m 
zu erstreckenden Integrale 


55} 


Ti. 


iT( 


ew.i* , w,,! 

dx J l dj ] \ dz J 

^■0Wa')2 . fd\\\ 


__ 1 !' i , f '■'^a 
^ J l 0x \ 0y 


■ l dz J 


ck, 

dr, 


die bei unseren Voraussetzungen ganz bestimmte endliche Werte 
haben, und denen die in dem Satze IVb) gegebene Minimal- 
eigenschaft zukommt. 

§ 2 . 

Wii* können nun, da die Fläche ca gegen den inneren Punkt 0 
kon¥ex ist, eine ganz innerhalb Tj gelegene Kugelfläche (R) um 0 
als Gentruni konstruieren; dann wird jeder von 0 nach einem 

Punkte ( 6 , 9 ) der Kiigel- 
fläche gezogene Radius^ 
Vektor die Fläche in einem 
und nur einem Punkte ( J ^ 
schneiden. 

Bezeichnen wir die 
Polarkoordinaten von 
mit 

9t, 6, ^p, 

so wird in der die Fläche 
darstellenden Gleichung : 

56) = 

SR eine eindeutige und 
stetige Funktion der Stelle 
auf der Fläche m sein, 
deren erste Ableitungen 
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nach % t auf den stetig gekrümmten Flächenteilen effideatig 
lind stetig und deren zweite Ableitungen endlich sind. 

Wir geben irgend einem Punkte (xyz) des Raumes die Polar- 
koordinaten so dass: 

X =-= cos6i, 

57) y ==ri sin6i cos^i^ 
z == Tj sin Öl sin cpi 


und setzen: 


R Rrj " 


, R Rri . , . 

Z = CÖTL ^ 7. = sm Oj sin^i ; 

I 3^(01, ^Pi) 3?'A,a)ij 

dann ordnet diese Transformation jedem Punkte der Fläche m 
einen Punkt der Kugelfläche (R) zu, jedem Punkte des Äufsen- 
raumes von oy einen Punkt des Aufsenraumes von (R), jedem Punkte 
des Innenraumes von oy einen Punkt des Innenraumes von (R). 
Setzen wir die Auflösungen von 58) nach (x, y, z): 

9^(01, 

X- ^ X, 


59) y 


in den Funktionen: 


3{(0i, 

' R“^ ’ 

3i(Ön ^Pi) „t 
R ^ 


Wi(x, y, z), Wa(x, y, z) 


ein, so gehen diese in Funktionen 


Wi'(x', y', z'), Wa'(x', y', z') 

des Innen- resp. Aufsenraumes der Kugelfläche (R) über, und 
wir bilden nun die Integrale; 




vro wir unter %{ den Innenraum, unter den Aufsenraum der 
Kiigelfläclie (Pi) verstehen. 

Xun ist: 


61) dP 




und es folgt aus den Transformationsgleichungen 58), 59): 



0W'0W' 

cy Oz 


0W'0W' 
0z' 0x' 0x' dj' ^ 


wo die a|| . . . 
gegeben sind: 


, a. 23 . . bji . . b 23 . . . resp. durch die Formeln 



— 


0y dz 
cx' 0x' 


0y 0z 0y 0z 

®y' Sy' 0z' 



h = W ^ , 0y' 0z' Sy' dz' 

ßx ox 0y 8y ‘ ’ 


dabei sind nach 58), 59) bei unseren Voraussetzungen über 9? 
und seine Ableitungen alle 


cx 0x' 

fe'’ ■ ■ ■’ 0^’ • • • 


■*) Wenn wir zu W resp. W' die Indices i und a nicht hinzufügea, 
gelten die betrefifenden üntersuehnngen für W; und W^, resp. Wj' und 



endliche Gröfsen, das gleiche gilt daher von den Funktionen: 


%3 


Jil 


bo 


'•23 


und es folgt somit aus 62), da jedes: 


'0W\2^ . 2 

öx y ’ 0y 0z ’ 


seinem absoluten Werte nach kleiner ist als: 


dWY /^öWV 

dxJ ~^\dj ) ~^\cz ) ' 

und da jedes: 

0W'Y dw 
■0xV ’ " äT" 07’ “ 

seinem absoluten Werte nach kleiner ist als: 






wo: 


.65) 


f G = abs. Max. (a^) -h • • • abs. Max. (aga) -h • • •, 
[ G' = abs. Max. (bn) u- . . . + abs. Max. (bga) -f • • • 


endliche Zahlen vorstellen, die lediglich von der Gestalt der 
Fläche m abhängen. 

Aus den Formeln 55), 60), 61), 64) folgt nun unmittelbar: 


66 ) 


A 

A 

@ 




WO @ eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche ö> 
abhängende Zahl vorstellt. 
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§ 3. 

Es seien nun U;' resp. Ua' die durch den Satz V gegebenen 
allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp, Aufsenraumes 
der Kugelfläche (R), welche an derselben die AVerte \A'' haben, 
dann ergiebt uns derselbe Satz V(^ä); 



setzt. *) 

Infolge der Transformationen 58) gehen U/ und Ua' in 
Funktionen 

Ui und Ua 

des Innen- resp. Aufsenraumes von m über, und es gelten nun 
nach 66) die Ungleichungen : 


■wenn wir: 


69) 


$1 < Si' < @ • 3ii, 
Sa < Sa' < @ • Sia; 



setzen. 

Da schliefslich die Funktionen Ui und Ua im allgemeinen nicht 
der Laplaceschen Gleichung genügen, sonst aber alle Eigenschaften 

i Da Tj' T^' nach 66) endlich sind (vgl. Bemerkung zu Satz V, S. 230). 



von allgemeinen Potentialfunktionen haben, bestehen nach IV c) 
die Usgk-ichungc-n: 


71) 


f 

I Ta^STa; 


die Ungleichungen 66), 67), 69), 71) gestatten uns, einen wichtigen 
Schluss zu ziehen: 


§ 4. 

Es folgt aus der ersten Ungleichung 71) und der ersten 
Ungleichung 69): 

andererseits folgt aus der zweiten Ungleichung 66) und der zweiten 
Ungleichung 67): 

±rr , 

1 


72 b) 


Ta>^Ta', 


& 


ta'. 


Wir dividieren 72a) durch 72b), und es folgt; 

nun ist nach Via): 




somit: 


— ^ 1 
2a ' 

74) Ti ^@2. Ta. 


Vlla) Bezeichnet man mit Ti und Ta die über den 
Innen- resp. Äufsenraum einer geschlossenen ^ gegen 
einen inneren Punkt 0 konvexen Fläche zu nehmenden 
Integrale: 



Korn, Potentialtlieorie. 
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in denen: 


Wi = 


cos(r/^) , 

Kl :r- - Cmj 




und bedeuten dabei Xj und Xa eindeutige und stetige 
Funktionen der Stelle auf w, deren erste Ableitungen 
eindeutig und stetig, und deren zweite Ableitungen 
endlich sind,*) solange man sich in endlicher Entfernung 
von einer endlichen Anzahl von Trennungskurven hält,, 
während bei genügender Annäherung an dieselben die- 
Relationen bestehen; 

= (q), q ( 43 ), 


WO Q den kürzesten Abstand des betreffenden Punkte» 
von den Trennungskurven, h irgend eine tangentiale- 
Richtung vorstellt und Di(e), Da(e), A{q), Mq) Gröfsen, 
welche durch Verkleinerung von q unter jeden Klein- 
heitsgrad herabgedrückt werden können; wissen wir 
schliefslich, dass an der Fläche w: 

■ Wi=Wa, 

SO ist stets: 

wo @ eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche- 
w abliängende Zahl ist. 


„ „ Bedingung über die z-sveiten Ableitungen kann fortbleiben^ 

falls die ersten Ableitungen von xj und in endlichen Entfernungen von. 

den Trenniingskurveii regulär(^®) sind. 
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§ 5- 

Der Satz V gestattet uns, auch allgemeine Potentialfunktionen 
Ui' und Ua' des Innen- und Aufsenraumes der Kugelfläche (R) 
anzagc-hifu. welche an der Kugelfläche die Werte: 

75) Ui' = Üa' = W' 4- r 

haben, wo T eine Konstante ist und die Bedingung: 

(R) 

erfüllt ist. 

Durch die 'Transformation 58) verwandeln sich die Funk- 
tionen Ui und Ua' in Funktionen der Stelle des Innen- resp. 
Aufsenraumes von co: 

Üi und lia. 

Wir setzen: 



dann ist wieder analog 66): 

79) J ^ 

■-^Sa<2a'<@Sa. 

Ferner ist, wenn wir in der zweiten Formel 78): 
Ua-Wa4-(Üa-Wa) 

16 ^ 


setzen: 
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2, = Ta + -2 S flla-Wa)^d« 




8(Üa-Wa) \^ |^ 8(.Ua -Wa) Y ^ 8(Ua- Wa) ^ 


l 0Z 


di:; 


nun verschwindet das zw’eite Glied rechts; denn es ist an der 
Fläche m\ _ 

Ua-Wa=r, 


und : 


somit folgt: 


r^^do>=o. 

’ Cv 


80) 


Andererseits folgt, wenn wir in der Formel: 


dt' 


\\v = w + (Wi'-w) 


die Substitution: 

machen : 

Ti' = tv - 2 r fWi' - Üi') ^ d« 

1 ' ^ Ov 


'T( 


(R) 

c(Wi'-ii'))2 , iciw^-n{)Y . röm-ünv 

1 8^ J — 8z — J 


ox 


dr: 


nun verschwindet das zweite Glied rechts; denn es ist an der 
Kugelfläche fRl : 

Wi'-iiV = -r, 

und: 


r^-L 

,! Bv 


dco = 0, 


(R) 


somit foigt: 

81) 

Die Ungleichungen 66), 79), 80), 81) gestatten uns, einen 
weiteren wichtigen Schluss zu ziehen: 
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§ 6 - 

Es folgt aus der ersten Ungleichung 66) und der Un- 
gleichung 81): 

82) T.S-l T.'siSr, 

Andererseits folgt aus der Ungleichung 80) und der zweiten 
Ungleichung 79): 

83) 


Wir dividieren 82) durch 83), und es folgt: 
8 

Nach VI b) ist nun: 


Il=Jl :?i' 

^ Ta>(55=-f/ 


O. , Si' = 1 

So) --7 


somit: 

Vllb) Bei den Voraussetzungen und Bezeichnungen 
des Satzes Vlla) besteht stets die Ungleichung: 

rp = I 1 rp 

■*■1 > ■‘-a* 


7. 


Wir bilden jetzt das Integral: 

87) S =|(Wi - C)2 d« =j (Wa - C)2 d«, 

m 03 

wo C durch die Gleichung: 

88) j (Wi - C) dö) =j ( Wa - C) d« = 0 

m w 

definiert sei, und es sei do}' das Oberflächenelement, in welches 
d« durch die Transformation 59) übergeht, also: 


89) dw' = 


R2 




cosip • d«, 
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wo xp den Winkel vorstellt, den die Pachtung 

döj — >- 0 

mit der inneren Normale in d« bildet, so dass; 

90) 0<*)cos^<l. 

Es ist dann nach 87) und 89): 


- 

91) 




■ cos ipQ 


■S', 


wenn : 

92) S' = ((Wi-C)2d«', 

(R) 

ift, den kleinsten, Sto den gröfsten Radiusvektor von w vorstellt 
und cosü'o das kleinste cosip ist, so dass wiederum: 

93) 0 <*) cos?//o < 1. 

Es sei nun die Konstante S durch die Gleichung definiert: 


94) J(Wi-(S)d«' = 0, 

(R) 

dann ist nach VI c) das Integral: 


95) @'=J(Wi-S)2d«'^R.2i', 

(R) 

wo iJi das in § 3 durch die erste Formel 68) definierte Integral 
vorstellt. Andererseits ist, wenn wir: 

96) @ = j'(Wi-S)3d« 


setzen, analog 91); 


97 ) 


■ R^ cos xpQ 


Schliefslieh ist: 


98) S:5@, 


*) Man beachte das strenge Zeichen. 
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da das Integral S bei variablem C gerade dann ein Minimum hat, 
wenn C der Gleichung 88) genügt. 

Die Ungleichungen 95), 97), 98) gestatten uns nun, in Ver- 
bindung mit den Ungleichungen 66), 67) einen dritten wichtigen 
Schluss zu ziehen. 


§ 8 . 

Es folgt aus 98), 97), 95): 


99) 




cos I/Iq 


<S c 


R cos t//Q 




andei’erseits ist nach der ersten Ungleichurig 67) und der ersten 
Ungleichung 66): 

100 ) 


es ergiebt sich so aus 99) und 100): 


101 ) 


e = ® rp 

■<Rcos^o *■ 


VIIc) Bei den Voraussetzungen und Bezeichnungen 
des Satzes Vlla) erfüllt das Integral: 


s = f(Wi- C)3 dco =j(Wa - Cf d«, 

CO CO 


in dem die Konstante C durch die Gleichung: 

J(Wi - C) d« =|(Wa - C) d« = 0 

CÖ (O 

definiert ist, die Ungleichung: 

S ^ . Ti, 


wo a eine endliche, lediglich vo n der Gestalt der Fläche 
io abhängeiide Länge ist. 
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2. Kapitel 

Die Ifeumannsclie Methode des arithmetisclien Mittels. 

§ 1 . 

Es sei f eine eindeutige und stetige Funktion der Stelle auf 
der Flache m, seine ersten Ableitungen seien auf den stetig ge- 
brummten Teilen von ® eindeutig und stetig, seine zweiten*) 

Ableitungen endlich. ^ 

Wir bilden successive die folgenden Flächenintegrale: 


'm, 

_____ 1 
271 

t 




oa 


SS, 

II 

+ 

(• 

[(2Bia+SBn) 

cosfr»') , 

——5—^ do), 


00 



m 

CO 

II 

+ 

r» 

1 (äBs a + SBs i) 

cos(rj^) , 

r2 d«, 

♦ * 

00 



SSn 

II 

.fr 

(3Ba_ia + SSi 

^ cosCrv) , 

i-ii) J.2 dw, 


wo V stets die innere Normale von d« und 

2Sja resp. j = 1, 2 . . . n 

die Randmrte der Integrale SB, an der änlseren resp inneren 

:anaerhi;.:rdt"rrde.""'“ " 


Earteranagen von emet endiichet ziu“"* ?■"“ “ •ad»«» 

Während bei genClgendpr , ’ regulär sind, 

. eenü^r an dieselben die Eelationem 


df 
' dh 




CP 






erfüllt sind. 



249 


Die Funktionen 102) erfüllen nach IVb) des 1. Teiles die 
folgenden Relationen: 

f2Bia-3Bii = 2f, 

SB2a-2ß2i = -(aBia + SBii), 

1^3) 2B3a-3S3i = -(SB2a + 2S2i), 

aSna - Söul = - (SÜBu-la + SSn-ii). 

Wir addieren diese Formeln 103), dann folgt: 
n 

22jSBja = 2f+2B,a + 2B.i, 

1 

oder: 

104) 2^Sßj =f+4(SBna + Sßni). 

1 

Multiplizieren wir dagegen die Formeln 103) resp. mit 

(- 1 ), (+ 1 ), (- 1 ), ... 

allgemein die jte Formel mit { — !)■) und addieren, so ergiebt sich: 
n 

-2^ (- 1)J SBj i = - 2f- (- 1)“ + 2öni), 

1 

oder: 

n . 

105) =fH -9 (-l)M28Ba + S!BnO- 

1 1 i 

Die Gleichungen 104) und 105) kann man auch so schreiben: 

106) (SBj + 2Bj_i)a = f + j [2B,a + SS^i + SS.-u 4- 2B,_u], 

■"1 ^ 

1 ^ 

m 2 2^ (-1)^ (aSj - 2Bj-i)i= f + J (-1)” [3B,a + aSni - 2Sa_aa 
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indem man das noch nicht definierte: 

108) SBo = 0 

setzt. 

Die Formeln 107) zeigen, dass, falls wir nachweisen können, 
dass die Reihen: 

X 

(3Bj + SSj_i) im Aufsenraume, 

1 

X 

(-~l)j (2Sj-™2Sj_i) im Innenraume 

1 

die Eigenschaften von allgemeinen Potentialfunktionen haben, und 
dass mit wachsendem n an der Fläche o): 

SSna + SSni + SSn-laH-2Bn--ii 
gegen eine bestimmte endliche Konstante 4C, 
28na4-SSni-SSn-ia-2Bn-ii 
gegen null konvergiert, die Funktionen : 

109) = (3Bj + SBj-i) im Aufsenraume, 

■^1 

110) Ui = ^ (®J ~ -i) ™ Innenraume 

" i 


aligemeine Potentialfunktion des Aufsen- resp. Innenraumes von 
m vorstellen, welche an der Fläche oo die Relationen erfüllen: 


111 ) 


I Ua — f + 0, 
lUi = f. 


Wir werden im folgenden diese Konvergenzbeweise führen. 


Wir setzen: 

Woa=aBi4-aBo, 
Wia = 33ä + 2Bi, 
Wäa = 2Ö3 + SB^, 


112 ) 


im Aufsenraume, 



113) 


im Innenraume. 
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Wöi = 2Si~2Bö, 

W,i==SBo-SSn 


Wir behaupten, dass je zwei Funktionen 
Wji und Wja, j==l, 2 ... 

die Voraussetzungen des Satzes Vlla) erfüllen. Denn erstens ist 
an der Fläche m: 

Wja^Wji, j=l, 2 ... 

da nach 103) an der Fläche o) 


-1 |i- 


Ferner ergiebt sich durch successive Anwendung des Satzes 
Villa) des I. Teiles und des Satzes 5b) in Anm. (^^) auf die 
Funktionen SBi SBg dass ihre ersten tangentialen Ableitungen 
an der Fläche « regulär sind, solange man sich in endlichen 
Entfernungen von den Trennungskurven hält, während bei ge- 
nügender Annäherung an dieselben die Relationen bestehen: 


Q 

Q 


52Bi 

0h 

0h 


= 


endlich genügen Woa und Woi (d. i. SSj) nach IVc) des I. Teiles 
[resp.*) nach Voraussetzung und 5a) in(‘^'*)] der Bedingung, dass 
in endlichen Entfernungen von den Trennungskurven 


0Woa 


oy 


und 


0Woi 

dy 


eindeutig und stetig sind und bei genügender Annäherung an 
dieselben die Relationen: 


Q 


8Wo 

dy 


= 


0Woi 
Q 


^{Q) 


*) Bei den Voraussetzungen Anm. S. 248). 



erfüllen; es folgt daraus successive die Gültigkeit der Formeln^^) 

(j = l, 2...): 


114) 


115) 




0 = 




4;r J dp T 

47rJ 

CO 

CO 

_ 1 raüBji d« 

- ^ f 

4n:j dp r 

47rJ 

CO 

(0 

1 ragSjjdo) 

1 

47r J dp r 


CO 

00 

1 fSSBja dö) 

1 

+ -r- 


cm (ri^) ^ 


cos(r?^) , 

. dco, 


im Anise n- 
raume, 


cos (r^) 


cos(r;ü , 

j ^ ™ 


CO 


im Innen- 
raume 


und der aus ihnen durch Addition folgenden (j = 1, 2 ...): 


116 ) 


5j + la + 2Sja \ __ J_ p2Bj **) dft) 


Wja/' 2tv} 07 7 ’ 

CO 

äBj + ii-aSji) 2 

Wji I 2tt} dv r ’ 

CO 


diese Formeln 116) ergeben uns (mit Hilfe des Satzes Vlllb des 
1. leiles) successive, dass die 

eSB, 02B, 

01' ’ 0v ’ ’ " ’ 

somit auch die 


6Wji 0Wia . 

und ] = 1 , 2 ., 


dv 07 

dieselben Bedingungen erfüllen, wie die 

^ und 

CP dp 


zu Villa) in Amn. des Zusatzes 4 

Dass = eri 1 Sä®oa 

9 " ~ar "" ~0ir “ach IV c) des I. Teiles 

lesp. 5 a) in successive aus 114 ), 115 ). 



dass sie in endlichen Entfernungen von den Tremiungskurven 
eindeutig und stetig sind und bei genügender Annäherung an 
dieselben den Relationen: 


117 ) 


SWj, 


j = l,2 ... 


dp 


■■ ^ (?)> 


genügen. 

Damit sind thatsächlich alle Voraussetzungen nachgewiesen, 
welche für die Gültigkeit des Satzes Vlla) (sowie VII b und VIIc) 
bestehen müssen, und es ergiebt sich aus diesen Sätzen das 
folgende Resultat: 

Definieren wir die Gröfsen Tji, Tja, Sj durch die 
Formeln: 


118 ) 


Tji = 


0x / \ Sy J V 8z J 


T 


ja- 




dr, j = 1, 2 
dr, j=l, 2 


119) 


Sj=j(Wj-Cj)2d«, j = l,2... 

(O 

j(VVj-Cj)d« = 0, j = l,2... 

CO 


so bestehen die Ungleichungen: 

120) j = 0,^)1, 2... 

121) j=0, =*=)!, 2... 

■wo @ eine endliche Zahl, cc eine endliche Länge vor» 
stellen, die beide lediglich von der Gestalt der Fläche« 
abhängen. ■■ - 


Wir können, indem wir den Fall f = const. ausschliefsen, bei 
geeigneter Wahl von (B und cc die Formeln auch für j = 0 aufstellen. 
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§ 3. 

Die Formeln 116) gestatten noch den folgenden Schluss: 

Es ist in irgend welcher (auch unendlich kleiner) Entfernung 
von den Trennungskurven: 

1.3,. 0^. , , 

0V dv dv ' ^ 

andererseits ist nach den Formeln 112) und 113): 


= 2 ^^±1 ’ = 0 1 2 

Cp ' dp dp ’ . 


oder 


123) 


cWj, , eWji .c 
')y 0v 

— la 3Wj_ii 


cy 


Cy 


,02Sj 


a, 2. 


Es ist also in irgend welcher (auch unendlich kleiner) Ent- 
fernung Ton den Trennungskurven: 

124) = , ^j:=ü _ i 9 

Cy cv 0y J ~ ^ • 

Wir multiplizieren diese Gleichung mit Wj, (k = 0, 1, 2 . ..) 
und integrieren über die Oberfläche co, dann folgt: 




cy 


5Wji 


, d« - 1 w, d« =Jw, d« + \ w, d« 


dp 


12of) 


m 00 CQ 

oder, wenn wir allgemein: 

li 


dy 


8Wi 


dy 


Tjj,k 

= 


eWji 0Wki , 

0Wji 0Wki 

eWji 

ewia] 


ox 

cx 

0y dy 

0z 

dz 

at. 

'8Wja5Wk, 

8Wj,0Wt, 



dT 

Cx 

dx 

cy 8y 

h-g- 

dz 


j = 0, 1, 2 
k = 0, 1, 2 


setzen: 


*) Nach den Definitionen 125) ist ofifenbar: 



126) IV’ + IV- k = - Tij-’’!', 

Wir vertauschen hierin: 


j =1, 2 ... 

k = 0, 1, 2, . . . 


j mit k + 1, 
k mit i — 1, 

dann wird: 

^ xV+‘’j-i = - T^j-h 


j = 1, 2 . . . 
k = 0, 1, 2 •• 


durch Vertauschung der Indices (s. Amii. vorige Seite): 


T j— i.k-ri _i_ T-j-i.k-f-i = TJ— — Tfj-rk 

j- a -^1 ii 1 1 


j =1, 2 ... 
k=0, 1, 2 . 


schliefslich nach 126): 

127) TVk + TV'^ = Tai-'’'^+M-lV-’’‘^+h [^oJ/2’. 

Wir vertauschen andererseits in 126): 

j mit j - 1, 
k mit k H- 1, 

dann wird: 


oder nach der unmittelbar vor 127) stehenden Formel: 


= Taj-^’ ^ + 1 - TF-2. k + S 
schliefslich durch Vertauschung von 


j =2, 3 ... 
k = 0, 1, ;2 . 


j - 1 mit j 


128) Taj’ - Td’ k = TV->- ^+1 - Tih 


-x,k + i 


j =1, 2 ... 

k = 0, 1, 2 . 


Aus den Formeln 127) und 128) folgt einzeln: 

Taj’>^=Tj-i>'^ + V J k = 0, 1, 2-. 


und hieraus successive: 

j TV'^ = lV-'>t + J, 


j=r,i + i, ... 

k = 0, 1, 2 ... 

1 = 0, 1, 2 ... i 
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so dass alle Integrale: 


131b) Ta“ = 



: 9Wki 


: 8Wki 

0Wn 

dw. 

ox 

0X 

^ 9y 

9y 


dz 


J = o, 

1, 2 . 





k = 0, 

1, 2 . 




:in und dieselbe 

Zahl m ist. 

, de: 

und e 

benso 

alle Integrale: 


pWja 

ÖWka , 

0Wj, 

0W3,a_, 

0Wj, 


0X 

0X 

9y 

S> 

dz 

dz 


dr, 


dr, 


für: 


j = 0, 1, 2 ... 
k = 0, 1, 2 ... 

132) j + Jv = ni. 


131b)™ den Bezeichnungen 131a), 

und die Relation 126) lässt sich in der Form schreiben: 
134) + m = l, 2 ... 


§4. 

Bilden wir nach Mafsgabe der Formeln 102) successive die 
■auf einander folgenden Funktionen 


welche aus: 


äSi, SBä, . . . 

. . . 


irSfa d'rersrc.u'o2® 

, f mit ^f- 1^(355^^ + 


ver- 
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vertauscht; es folgt dann successive: 


und für die entsprechenden Funktionen: 


nach 112), 113): 


Oai 

W:a, 

Wsa, 

Woi, 

Wn, 

— '1 


136) 


[ Wja-^Wja + ^\^^ + la, ] . ^ ^ ^ 

h\?ji = .47Vji+SWj + ii. / ’ 


Setzen wir: 



so ist analog der Formel 120): 


138) 


2@-^-T,a 




j=0,l, 2... 


wo 0 eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche w ab- 
hängende Zahl ist. 

Nun folgt aus 136) und 137); 

139) jT«-^‘T,« + 2^ilT.«+.+Ü.T,=l«.l j ^ 

bei Anwendung der Bezeichnungen 131a), 131b), und es bestehen 
nach 138), 139) somit für beliebige B die Ungleichungen: 

Korn, Potentialtlieorie. 17 
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140) 






+ '2 AB 
aB- 


T 2j +1 _ - -- - T-2i + 1 

2@- ' 


Tij + 2 __T(2j+: 

‘‘ 2(5)2 -^1 


^0, 


-42 




2 AB 


T;2j + 1 T.2J + 1 

J-i 2@:3 




Ti2j-f2_ T„2j+2 


2 @2 


j = 0, 1, 2 . 


Wir vertauschen in der zweiten Ungleichung B mit (— B) 
und addieren sie dann zu der ersten hinzu, dann folgt wieder 
für beliebige A, B: 


1 




141) I + 2-45 (^1 + ~ ) (T, 2 j -f 1 - Ti2j + 1) [ j = 0, 1, 2 . . . 

+ (1 - 2 ^) (Ta-j + = + Ti 2 i + 2 ) 5 0 . 

Nun ist nach 134); 

Ta2j+2 + Ti2j+2 = Ta^j+l - Ti2i + 1, 

und wir können daher 141) folgendermafsen schreiben (j =0, 1,2...): 


142) 


fl_ J_Wt 2ja-T.2j)r.y , »2(512 + 1 Ta2j+2 + Ti2i+4 
1/ 2(S2j^^a + 


+ B^ (Ta2j+2+Ti2j+2).(l 


Ta2j-i-2_j. 'I'.2j+2' 


Ta^j+Ti^j 


2(512 


2(512 + ly 

i,2@2U,:rJ 


> 0 . 
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Da A und B beliebig sind, kann man durch geeignete Wahl 
derselben die erste Zeile zum Verschwinden bringen, es folgt 
dann: 


ß ® ^ + 1 Ta^j 2 Ti-’j + 2 _ 
Ta^j + Ti^j 


oder bei Wiedereinführung der Tji, Tja (vgl. 133)): 


Tj + ia + Tj + ii== /2r_n2 


, j = 0, 1, 2 . . . 


143) 

J a “t- J- j i 

und hieraus successive: 

144) Tja + Tji ^ (Toa 4- Toi) ^2 @2 i 
oder: 

145) Tja + Tji<(Toa + Toi)L2i, j = 0, 1, 2,.. 


i = 0,I,2.. 


WO L einen echten Bruch vorstellt, der lediglich von der Gestalt 
der Fläche co abhängt. 

Addiert man zu resp. subtrahiert man von der Ungleichung 145) 
die aus 120) folgenden Ungleichungen : 


2 @2 


Tji Tja << 0, 


so folgt: 
146) 


Tj i 9^2 Tja ;> 0, 


l + ^)Tji^(Toa + Toi) 


1 ) Tj a < (Toa H“ Toi) 


j = 0, 1,2 


Wir gelangen so zu dem Resultat; 

Versteht man unter Wq Wj W 2 ... die durch die For- 
meln 112), 113) definierten Funktionen und unter Tji, Tja 

die Integrale: 
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so bestellen die Ungleichungen: 

li<) { J < A • j^O, 1, 2... 

WO A eine endliche Konstante, L einen lediglich von der 
Gestalt der Fläche w abhängenden echten Bruch be- 
zeichnet. 

Es ist somit auch (nach 121)): 

r* 

148) 1 (Wj - Cj)^ d« ■< B . j , j = 0, U 2 . . . 

t, 

0} 

IVO wiederum ß (=a-A) eine endliche GröTse ist und die C, 
die durch die Gleichung: 

149) I (Wj - Cj) dö) = 0, j = 0, 1, 2 ... 

t) 

00 

bestimmten Konstanten Torstellen. 


§ 5- 

Wir brauchen noch die folgenden Integrale: 


150) 


Uo = 

2n ] 

'(Wo- 

-Co) 

cos (ri^) 

clw, 


00 






27rJ 

(W, - 

-V) 

cos (r^') 

r2 

dw, 


0 } 





u.= 

SttJ 

(Ws- 

-C,) 

cos (rj^) 

dfiö, 


0 ) 






von diesen wollen wir zunächst mit Hilfe der Formeln 148) 
beweisen dass ihre Werte auf der Fläche « selbst, gleichviel 
mit welchem Vorzeichen genommen, Glieder einer konvergenten 


Addiert man die ersten Formeln 114) und 115) resp. zu 
denjenigen Formeln hinzu, welche aus ihnen durch Vertauschung 
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von j mit j + 1 entstehen, so folgt mit Rücksicht auf die Definition 
der Wj und die Formeln llö), 150): 


151) 


j lija = Wj 4- 1 a “ Wj a, im Aufseuraume 
t llj i - 1 - 2 Cj = Wj 4- 1 i 4- Wj i , im Innenraume, 


und auf der Fläche m selbst ist: 


152) Uj . = ^ (Uj . + Uj i) = Wj . 1 - Cj. 

lljoj, der Wert von Uj in einem Punkte (xyz) der Fläche selbst, 
der zunächst in endlicher Entfernung von den Trennungskurven 
liege, ist als uneigentliches Integral zu betrachten, und wir können 
die Fläche w in 2 Teile teilen 


und ö) — «i, 

so dass der Teil endliche Entfernungen von (xyz) hat 

und in dem Teile ca — Wj cos(rj^) in der Form entwickelbar ist: 

153) cos(rj^) = r • F, 

wo F eine stets endliche Gröfse vorstellt. 

Für den zugehörigen Teil Ujcu, von Uj« gilt dann die 
Formel: 

uv., = fT f (Wi - C,) Cko 


, 1 


cos(rr) 


r- 


d«. '(Wj-Cj)2d«n, 

d 




J (Wj - Cj)-2 dft) < ^ J (Wj - Cj)2 de, 

Cö 

wo A eine endliche positive Gröfse vorstellt, oder nach 148): 

154) 

wo wiederum B eine endliche Gröfse vorstellt. 

Den von dem anderen Flächenstück 


CO — O'J 


herrührenden Teil von 
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m — coi 



Atö 


zerlegen wir in zwei weitere Teile, indem wir in (xyz) die 
Tangentialebene zu w legen, in derselben um (xyz) als Gentmni 
einen Kreis mit dem Radius P konstruieren, und den Cyliiider, 
weicher entsteht, wenn man in allen Punkten des Kreises die 
Lote zur Tangentialebene errichtet. 

Die Schnittkurve g dieses Cylinders mit der Fläche 
zerlege fa}— in zwei Teile 

002 und 0)^, 

von denen «o den Punkt (xyz) enthalte (es sei P genügend klein 
gewählt, sodass ? völlig innerhalb oo — o)^ verlaufe). Die Projektion 
von ^2 auf die Tangentialebene sei Oo, die von W3 heilse Oy, die 



Projektion irgend eines Punktes der Fläche m ~ auf die 
Tangentialebene habe von (xyz) den Abstand q. 

Es ist dann der von Wg herrührende Teil des Integrales Uj „ : 


155 ) 




abs. Uj„, < r . abs. Max. (Wj - Cj) , 

O-. 


_ •’•) Man kann stets o — oi^ genügend klein (bei Waln-nug der Endlicli- 

keu) machen so dass jedes Lot die Fläche «, nur in einem Punkte schneidet, 
venn niän le Lange dieser Lote gleichfalls kleiner als eine genügend 
kleine endliche Länge wählt. 


und für den von too herrührenden Teil gilt die Formel: 


IV 


^ C0.2 


0)o 


Ö)o 


oder: 


156) 11%,^ < . L2j . 


do 


02 

wo wieder E eine endliche Zahl vorstellt. 
Nach 154), 155)^ 156) ist somit: 


157) abs. llj 


■y 




do'" 


-h c. abs. Max. (Wj — Cj) 


Mo 


wo a, b, c endliche Gröfsen vorstellen. 
Führen wir in der Tan- 



Oo 0 


wo r eine stets endliche Funktion von g) vorstellt. Wir können 
hiernach die Ungleichung 157) in der Form schreiben: 


158) abs. Ujco < y + yß — r log^' H- c. abs. Max. (Wj — Cj) • P, 
wo a, c endliche Gröfsen sind. 
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Ly 

17 ’ 


Mit Hilfe des Satzes IVa) des I. Teiles (S. 33) resp. seines 
Zusatzes (3. 72) folgt aus den Formeln 102) successivo : ' 

159a) abs. 2Bj < At • abs. Max. f, 

somit: 

159 b) abs. Wj < 2Aj • abs. Max. f, 

159 e) abs. (IVj — Cj) < 4 AJ • abs. Max. 1) *) 

wo A eine endliche Zahl vorstellt, die wir jedenfalls > L nehmen 
können. 

Setzen wir daher in 158); 

160) P=| 

so können wir 158) in der Form schreiben : 

161a) abs. Uja, < (.^ + 

^endliche positive Gröfsen vorstellen, die von i 

völlig unabhängig sind, oder auch : 

161b) abs. Ui<„5a;.j, 

M Denn es folgt aus 159b) durch Integration {■) über co auch: 

159 d) abs. Cj ~^2 A.^ . abs. Max. f. 

^'^'3 Sei nämlich m die erste ganze Zahl, für die 

LbV' 

1 L strengen Sinne), 


V] 


so setze man: 

161 c) ;. = T, 4- V f 

dann ist stets: ^ -f- rn n- 

U4- j = o, 1 , 2 ... 

Die L'ngleichung ist evideut für i = 0 1 2 m • r i i £■ 

= ... aus der fTbpvI.„„„„ .i... 7. . h 2 . . . m, sie folgt für 


^ + Vb + m r\ 


aus der Überlegung, dass infolge": 

< f 

V rß + mrl i 


auch : 

’ + 17 ' 

" ^ 4- m 

I — rr- 

lind so fort. 


Kß + mrl 


Vb 


-f. J/'p(\m + i 


-hm 1 
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Endlich ist nach 151): 

1C2) Ui^ = ~ (Uj , + Uj i) = Wj + 1 - Gj, 

somit an der Fläche m: 


163) abs. (Wj + 1 - Cj) < a • ;.j, j = 0, 1, 2 . . . 


WO immer 

vorstellt. 


164 ) 


j a eine endliche Gröfse, 
[2 einen echten Bruch 


Wir haben diese Ungleichung unter der ausdrück» 
liehen Voraussetzung abgeleitet, dass wir uns in end- 
licher Entfernung von den Trennungs kurven halten, 
wir wollen nun den Fall in betracht ziehen, dass wir uns einem 


Punkte der Trennungskiirven unendlich nähern. 

Sei Q der kürzeste Abstand des variabeln Punktes (xyz) von 
einem Punkte 0 der Trennungskurven, und wir wollen zur Verein- 
fachung annehmen, dass der Punkt 0 von etwaigen Trennungs- 
punkten der Tren- 
nun gskur ven endlich e 
Entfernungen habe — 
die Ausdehnung auf 
den allgemeinen Fall 
bedarf nach den fol- 
genden Ausführungen 
keiner weiteren Er- 
läuterung — ; von den 
beiden in 0 zusammen- \ 

treffenden Stücken von Pig. 62. 

m bezeichnen wir das- 
jenige, auf dem der variable Punkt nicht liegh mit den Winkel, 
den die beiden Flächenstücke in 0 bilden, mit 6 und den kürzesten 
Abstand des variabeln Punktes von oi' mit dann ist bei ge- 
nügend kleinem q: 

165) — <-r., 

Qo Q 



wo r eine von dem Winkel Ö abhängige Gröfse und, da wir den 
Fall 0 = 0 stets ausschliefsen, stets endlich ist. 
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Betrachten Avir nun in (xyz) das Integral: 


Uj. 



cos (yp) 

f2 


dcö, 


00 


so wissen wir zunächst nach dem Vorangehenden, dass der ab- 
solute Wert des Teiles von Ujc«, welcher von dem Fläclienstück 
herrührt, auf dem (xyz) liegt, und von irgend welchen Teilen 
von die von (xyz) eine endliche Entfernung haben, 

^a;j 


ist, wo a eine endliche Gröfse, l einen echten Bruch vorstellt. 
Es ist somit: 

166) abs. Ujo. < alj + abs. f(Wj - dw, 

jt.' ^ 

00 


wobei wir unter w' ein endliches Stück von oo' verstehen, von 
solcher Beschaffenheit, dass der übrigbleibende Teil von oo’ von 
(xyz) nur endliche Entfernungen hat. Nun ist: 


abs. I (Wj - Cj) dw 5 — fabs. (Wj - Cj) d«, 




(Wj - Gj)’‘^ d« 


'J 



dft) 



wo c eine endliche Gröfse ist. [Nach 148) und IVa) des I. Teiles.] 
Nach 166) wird somit bei genügend kleinem q, wenn man 
noch die Ungl riehung 165) beachtet, abs. Hj» oder: 


167) abs.(\l?j+i-Cj)5b^, 

wo b eine von j unabhängige endliche Zahl und X denselben 
echten Bruch vorstellt, wie in 163). 

Es ist, wenn wir die Formeln 163), 167), 159b) und 159 d) 
zusammenfassen: 
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abs. (Wj^i 


Cj) < a;.j, 


Entfernung von den Trennungs- 
kiirven > als eine endliche 
Länge ß, 


168) 


abs. 



P< o < a 

(o kürzeste Entfernung von den 
Trennungskurven), 


abs. (Wj 1 — Cj ) <; c ‘ A j , ; 0 ^ C P, 


wo a, b, c endiiche Gröfsen vorstellen und P beliebig klein an- 
genommen werden kann. Wir multiplizieren jede der Formeln 168) 
mit dem Oberflächenelemente dw an der Stelle (xyz) und inte- 
grieren(") über die ganze Fläche «, dann folgt noch Division durch 

169) abs. (Cj^i- Cj)<-.^lj-P;dlogPH-rALP, 


wo wieder P, P endliche positive Gröfsen vorstellen. 
Wir setzen hierin: 



dann wird: 


171a) abs. (Q + 1 — Cj) .< (« + j • ß) 


wo wieder a und ß endliche Gröfsen vorstellen, die von j völlig 
unabhängig sind, oder auch: 

171b) abs. (Cj + i — Cj) <r • 


wo wieder r ßbie endliche, von j unabhängige Gröfse, ^ einen 
echten Bruch vorstellt.'*'') 


=•') Sei nämlicli m die erste ganze Zahl, für die: 

m >> y , (im strengen Sinne) 

so setze man: 

171 c) J = ). y = « -h m^, 

^ m 

dann ist stets: 

j = o, 1,2 ... 

Die Ungleichung ist evident für j = 0, 1, 2 . , 
j == m -f- 1, ... aus der Überlegung, dass infolge: 


m -I- D 


und so fort. 


m< 
m 4- 

IKt ) 




V 


m, sie folgt für 


m auch: 


4- IW = An 4- 1 W + 1 
m J m / ’ 



ist 


Infolge der früher für Tji Tj» erhaltenen T 
lim Tji = 0, 

j = CO 

lim Tja = 0, 

j = CO 

somit an ganzen Anisen- resp. Innenraume: 

fIim'Wja = 0, 

172a) 

1 j^i“ ^ Fläche w Wja = Wji), 

und folglich auch: 

172b) lim Cj = 0. 

j = oo 

Infolge 171b) ist mm die Reihe: 

Cj = (Cj ~ Cj -I. i) -i- (Cj _u — Cj ^ o) + ... 
fcoiivergent, imd es folgt: 


cibs. Cj <; / j _//j -f- + 1 -j- . . . I 


oder : 


' 1 -^/ 




173j abs. Cj7Tr.../j, j = o, 1, 2... 


wo wieciermn r eine endliche, von j unabhängige Gröfse vorstellt, 
lind wu- können [nach 173) und 171c)] die erste und zweite 
üng^eichiing lß«j folgendermafsen schreiben: Es ist an 
der Fläche co (für j = 0, 1, 2 . . .): 

abs. Wj 4 .i Ai S endlicher Entfernung von den 
! Trennungskurven, 

1 , Tir = Ai I genügend kleiner kürzester 
ans. Wj^i ^ j Entfernung q von den Tren- 

I niingskurven, 

vo^rs'trEsn ^ endliche, von j unabhängige Gröfsen 


174) 


1<5) A ein echter Bruch ist. 



Die OV::dive::.-.i: 150) und die 173), 174) er- 
geben nunmehr mit Hilfe von , welche denen des 

vorigen Paragraphen analog sind, die Undeidnnigen: Es ist 
überall im Innen- und Aufsenraiinie (j = 0, 1, 2 . . .): 


176) 


abs. llj < a ■ AK^ 


in endlicher Entfernung von den Tren- 
nungskurven, 


abs. • 


A^ 
Q ’ 


; bei genügend kleiner kürzester Entfer- 
; nung q von den Trennungskurveiij wenn 
j man sich denselben auf w selbst oder einer 
I Fläche nähert, die mit den Teilen von m 
I nicht gerade den Winkel null einschliefst. 


wo wieder a und ß endliche, von j unabhängige Gröfsen vor- 
stellen. 

Infolge 176), 173) und 151) sind die Pieihen: 


177) 


[ W j i == (Uj i ~r 2 Cj) — (llj 4-11-1-20)4-1) -T- (llj -I- 2i "h 2 Cj 4- 2) . . . 
j j a == llj a llj 4 - 1 a U j -f 2 a * * 


bei endlichen (im übrigen beliebig kleinen) Entfernungen von den 
Trennungskurven stets konvergent, und es folgt im ganzen Innen- 
resp. Aufsenraume (j == 0^ 1, 2 . . .): 


[ abs. 


in endlicher Entfernung von den Tren- 
nungskurven, 


178b) 


abs. Wii <£ b • — ■> 
abs. Wja< b • 


\ bei genügend kleiner kürzester Ent- 
I fernung q von den Trennungskurven, 
wenn man sich denselben auf m selbst 
oder einer Fläche nähert, die mit den 
Teilen von w nicht gerade den Winkel 
null einschliefst, 


wo wieder a und b endliche, von j unabhängige Gröfsen vorstellen. 

Aus den Ungleichungen 178a) folgt bereits, dass die 
Wji, Wja, gleichviel mit welchem Vorzeichen genommen, 
Glieder einer konvergenten Reihe sind, solange man 
sich in endlicher Entfernung von den Trenniingskurven 
hält; wir wollen die Endlichkeit der durch solche Reihen dar- 



gesteliien Funktionen aber auch nachweisen — was aus den 
Formeln ITSb) noch nicht ohne weiteres folgt, — falls wir uns 
den Trennungskurren unendlich nähern; diese Untersuchungen 
werden uns zugleich den Beweis für die zweite Behauptung der 
Neumannschen Methode liefern, dass die durch diese Methode 
gegebenen Funktionen auch thatsächlich an der Fläche w die 
Randwerte f annehmen. 


§ 

M'ir hatten früher (S. 250 und 251) die Formeln: 

= + + j=0, 1, 2... 

Wji = 23j..xi-3Bji, j = 0, 1,2... 

Wir summieren jede dieser Formeln über j von 0 bis cc, 
nachdem wir die erste noch mit (— l)-* multipliziert haben, dann 
folgt: 

St (-l)t Wja=± lim SBja, 

Tr 1 = '° 


0 


Wji= lim aiBji; 

j = oo 


aus der ersten dieser Formeln folgt sofort: 


aus der zweiten: 



1 = 0 , 


ISOa) 


abs. lim 

J = C53 


I in endlicher Entfernung von den Treu- 
I nungskurven, 


180b) 


abs. lim 2Sj i < 


bei genügend kleiner kürzester Ent- 
fernung Q von den Trennungskurven^ 
wenn man sich denselben auf m selbst 
oder einer Fläche nähert, die mit den 
Teilen von m nicht gerade den Winkel 
null einschliefst; 


wo ct und ß endliche Konstanten vorstellen. 
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Wir setzen nun: 



es folgt dann, da nach 122): 

,^02Sji_ 8Wja 0Wji 
cp dp dp 

somit : 

182) lim^ = 0-^) 

j=CXD ^P 

mit Hilfe von 180a) und ISOId) (;‘'^) : 

183) limS^ji — 0, 

j = co 

und hieraus: 

184) lim SJSj i = const. = 2C. 

j = oo 


Die Formeln 179), 184) beweisen den zweiten Teil 
der Behauptung der Neiimannschen Methode, dass an 
der Fläche cö: 


185) 


_1 

"2 

2 


2 

0 


‘X 



jWja = f+C, 


j(_ i)j + iWji = f. 


(man vgl. S. 250). 


§ 8 . 

Jede der Funktionen Wji, Wja ist eine allgemeine Potential-* 
fimktion des Innen- resp. Aufsenraumes, die in dem Innen- resp» 
Aufsenraume der Bedingung der Eindeutigkeit und Stetigkeit 
genügt; es ist somit nach Zusatz 1 zu II: 


Denn da für lim die Integrale Tj j , Tj verschwinden, gilt gleiches. 


für alle Ableitungen lim 


aWi 


ja 




AAAij. _ , lim _ 

j = cx> j=co 


J 1 
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abä. < abs. Max. im ganzen Innenraume, 

abs. Wja < abs. Max. 'VMj.Va,, im ganzen Aufsenraurae, 
und ebenso, wenn n irgend eine ganze Zahl vorstellt: 

1 " 

alxs.- Yj(-l>i + MYji 


U 


0 


raume. 


abs. I 2 i < aJ^s. 1 2^ iWjalc., ™ Aufsen- 

- y ^ ^ I j ' raume. 

Xun ist nach 106) und 107) an der Fläche w: 

1 " 


lS6b) 


0 


f 1)“ [2Sn + la+ 3Bn + ii— SBaa — 3ö,ii], 

1 " 

2 ^ ~ ^ 4 [^n + ia + SBn + ii + SBna + Söni] ; 


lassen wir daher in 186 a) n unendlich wachsen, so ergiebt sich 
rod Hilfe der Formeln 179) und 184), durch die wir zu den 
Gleichungen 185) rc-Ianeler.; 


IS 4} 


abs. ^ 2 j (- 1)3 -M i ^ abs. Max. f, ™ 

U Innenraume, 


abs. I |]j AYj, ^ abs. Max. (f + C), 

0 Aufsenraume; 


X 


damit ist auch die Endlichkeit der durch die Neumann- 
schen Reihen dargestellten Funktionen im ganzen Innen- 

i esp. Äiilsenraiime bewiesen. 

w,. 2 lei' 777".':" ”*•' «. K-nJ«.'.. W,., 



§ 9. 

Es bleibt noch übrig, zu beweisen, dass sämmtliche Ab“ 
ieitungen der durch die Neumaiinschen Reihen: 

ü 

188 ) i 

^ " u 

dargestellten Funktionen innerhalb des Innen- resp. Aufsen- 
raumes eindeutig und stetig, und dass Ui, LU im ganzen Innen- 
resp. Aufsenraume in endlichen Entfernungen von den Trennungs- 
kurven eindeutig und stetig sind. 

Es folgt in endlicher Entfernung von der Fläche co zunächst 
für die durch die Gleichungen 150) definierten Funktionen Uj : 

DUj = (’bVj-Q)-//d«, 

t' 

CO 


wenn wir unter DUj irgend einen Differentialquotienten von llj, 
unter tP* eine endliche Gröfse verstehen; es ist somit (^®): 

abs. Dllj <1^ 0 • I (Wj — Cj)" dö) (0 endlich), 

Cf) 

189) abs. DUj < a • U, nach 148), 


wo « eine endliche Gröfse, L einen echten Bruch vorstellt. 
Analog der Untersuchung S. 269 folgt aus 189) auch: 



abs. D M j a ^ ' U , 
abs. D Wji < ß • Lt, 


wo wieder B endliche Gröfsen vorstellen. Damit ist. auch 
die Eindeutigkeit und Stetigkeit sämmtlicher Ab- 
leitungen der Funktionen Uj und DU innerhalb des Innen- 
resp. Aufsenraumes von o) bewiesen. 

Dass Ui , Ua selbst in endlicher Entfernung von der Fläche w 
eindeutig und stetig sind, folgt bereits aus dem Vorstehenden; 
wir haben daher nur noch zu beweisen, dass diese Eigenschaft 

Korn, Poteiitialtlieorie. 
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der Eindeutigkeit und Stetigkeit auch erhalten bleibt, wenn wir 
den rariabeln Punkt (in endlicher Entfernung von den Trennungs- 
kiirveiij unendlich nahe an die Fläche oo von innen oder aufsen 
lieranrückeii lassen. Wir beschränken uns auf die Untersuchung 
für Ua, die Untersuchung für Uj ist vollkommen analog. 

Wir nehmen auf der äufseren Normalen der Fläche in einem 
Punkte (Jo7öi*ö) endlicher Entfernung von den TreniiiingS“ 
kiirvenj einen Punkt (xyzj an, der von (?o7o^ü) die Entfernung r 
habe, wir haben zu zeigen, dass die Differenz: 

L'a (xyz) üa (?o ^0 ^o) 


durch Verkleinerung von r kleiner gemacht werden kann, als 
eine beliebig klein angenommene Gröfse s. Wir schreiben Ua(xyz) 
in der Form: 


1 

191) Ua(xyz) = -5-2i Wja(xyz) 


Y jjWja(xyz), 
m -h 1 


wir wählen dabei die Zahl m so grofs, dass: 


192) abs. 


4- £u^a(xyz)^-r, 

^111 + 1 


■n'as wir infolge der Lngleichungen 178 a) stets erreichen können, 
imd auch grofs genug, dass: 


19bJ abs. (2SniJ-iaH- ÜBm+ii + SG3nia+ SBmi — 4C) <; 

was wir gleichfalls bei endlichem m erreichen können, da in 
endlichen Entfernungen von den Trennnngskurven infolge 178a) 
und 112) (resp. 113) auch: 


194) I 


abs. 1 


«ja 


c ^ 


l abs. (SSji-2C)< 


j = 0, 1, 2 


WO ^ eine endliche Gimfse vorstellt. 

Schlielslich können wir, nachdem m so als eine bestimmte 
endliche Zahl festgesetzt ist, infolge der Stetigkeit von W^ Wg . . . 
durch genügende Verkleinerung von r: 


fl 

195} abs. ^ (^y^) 

L " 0 


1 

2 2 ^ ^o) 

0 


£ 


<c 



machen. Wir addieren 193) und 195j, dann folgt (') mit Flilfe 
der zweiten Formel 186 b): 


r , m 


196) abs. 


1 ~1 

9 2^ (syz) — [t (?oyoso) + C] I <■; w ? 


J 


und, falls man hierzu noch 192) hinzuaddiert, (') mit Flilfe von 191); 
197) abs. [Üa(xyz)-üa(?a%to)] 




Damit ist auch die Stetigkeit von Ua bei unendlicher 
Annäherung an die Fläche co bewiesen, und es ist für 
diesen Beweis im übrigen gleichgültig, in welcher Weise 
man (xyz) an (5o%?o) heranrücken lässt. Analoges gilt 
für üi. 


§ 10. 

Wir können unsere Resultate in dem folgenden Satze zu- 
sammenfassen: 

VIIL (Methode des arithmetischen Mittels.) Es sei m 
irgend eine geschlossene, gegen einen inneren Punkt 
konvexe Fläche und f eine Funktion der Stelle auf der- 
selben, welche die folgenden Bedingungen erfüllt: 

Es soll f auf CO eindeutig und stetig sein; es sollen 
die ersten Ableitungen von f eindeutig und stetig, die 
zweiten Ableitungen endlich*) sein, so lange man sich 
in endlicher Entfernung von den Trennungskurven der 
Fläche (in bezug auf f) hält; bei genügender Annäherung 
an die Trennungskurven sollen die Relationen: 


198) 


0h 


D(e), 




erfüllt sein, wo q die kürzeste Entfernung des be- 
treffenden Punktes von den Trennungskurven, h irgend 

\ 


•'D Der Satz gilt auch dann, wenn nur die ersten Ableitungen von f in 
endlichen Entfernungen von den Trennungskurven regulär sind. 

18 ==-- 



eine tanp'entiaie B.ichtung vorstellt, und D (p), {q) 

Gröfsen. weiche durch Verkleinerung von e unter jeden 
Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können. 

Man bilde successive die Funktionen: 


! a3„ = o, 




3. = - --- ^ f 

‘ v.rr ' 


1 f ,, cos (rr) 


•2n J r" 
ut 

L i" 

Cd 


iÄ- -,MrB., + Su) 


Acf), 

,cos(r)') 


r" 


dcö, 


«.= K 




dann stellen die Funktionen: 


200j 


" 1 

1 


aligemeine Potentialfunktionen des Aufsen“ resp. Innen- 
raumes dar, welche an der Fläche « die Werte an- 

iielimen: 


20i) 


r Ua==f + C, 

I üi = f; 


dabei bedeutet C die Konstante, zu welcher die Reihe: 


■202) G = i [(äSu - Soi) + (SB,; - 2Bii) + • • ■] 

konvergiert. 

§ 11. 

Wir können zwei Arten von Trennimgskiirven unterscheiden: 
Die in.storkgkc;tskurvwn von cos('j^x), cos(Fy), cos(2^z)j welche 
wir als Treiinungskurven erster Art bezeichnen wollen, und 



die ünstetigkeitskiirven der Ableitungen Yon f, welche wir 
als Trennuiigskiirven zweiter Art bezeichnen wollen. 

Wenn wir, unter Beachtung des ünterscliiedes dieser beiden 
Arten der Treniuingskurven den Beweis von VlII noch einmal 
durchgehen, sehen wir, dass die Formeln 178a) und 194) gelten, 
wenn man sich nur in endlicher Entfernung von den Treniiiings- 
kurven erster ilrt hält, dass somit Üa und Tjh im ganzen Aufsen- 
resp. Innenraume eindeutig und stetig sind, solange man sich in 
endlicher Entfernung von den Trennungskurven erster Art hält; 
daraus ergiebt sich folgender 

Zusatz 1 zu VIIL Ist im besonderen m eine stetig 
gekrümmte Fläche, die im übrigen den Bedin gungeii des 
Satzes VIII genügt, so sind Ui und allgemeine Potential- 
funktionen des Innen- resp. Aufsenraumes, welche in dem 
Innen- resp. Aufsenraume überall eindeutig und stetig 
sind; sie stellen somit auch die einzigen stetigen, all- 
gemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufscn- 
raunies dar, welche an der Fläche oo die Pvandwerte f, 
resp. f-f-C annehmen. 

I Nehmen wir überhaupt keine Trennungskurven an, so folgt 

) der noch speciellere 

Zusatz 2 zu VIIL Ist w eine stetig gekrümmte, ge- 
schlossene, gegen einen inneren Punkt konvexe Fläche 
und f eine Funktion der Stelle auf die mit ihren 
i ersten Ableitungen eindeutig und stetig, und deren 

; zweite Ableitungen endlich'^) sind, so führt uns die 

I Neumannsche Methode zu den allgemeinen Potential- 

i funktionen üi und üa des Innen- resp. Aufsenraumes, 

i welche an der Fläche die Werte f, f-f- C an nehmen; die- 

selben werden überdies im ganzen Innen- resp. Aufsen- 
raume eindeutig und stetig und somit die einzigen 
f stetigen, allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- 

: resp. Aufsenraumes sein, welche an der Fläche w die 

1 genannten Randwerte annehmen. 

Es wird für die Folge von Nutzen sein, die Bedingungen des 
Satzes Vni und seines ersten Zusatzes, namentlich die zweite Be- 


••=) Der Satz gilt auch dann, wenn nur die ersten Ableitungen von f an 
der Fläche w überall regulär sind. 



dingung 19S) durch andere Bedingungen zu ersetzen, welche wir 
als Bedingungen a), ß), ß’) bezeichnen wollen. 

Bedingungen «). Es soll f auf w eindeutig und stetig 
sein; die ersten Ableitungen von f in endlichen Ent- 
fernungen von den Trennungskurven regulär, während 
bei genügender Annäherung an dieselben die Relationen: 

o-^ = D(o) 

erfüllt sind: es sollen aufserdem die Integrale: 

Toi=f 

ty' 

Toa = i' 

bestimmte, endliche Werte haben. 

Alle unsere bleiben nämlich (vgl Anm.(^^)) 

gültig, wenn die zweite Bedingung 198) fortbleibt und wir nur 
nachträglich von den Integralen Toi, Tu, Tsi . . Toa, Tia, Tsa ^ . . 
iiachw^elsen können, dass sie bestimmte, endliche Werte haben; 
dies folgt bei den Bedingungen a) nach Formel 146) S. 259. 

Bedingungen ß). Man kennt — bei den Voraus- 
setzungen des Satzes VIII mit ilusnahrne der zweiten 
Bedingung 198} — für jeden Teil «j der Fläche m irgend 
eine Fläche m{^ die mit oo^ von null verschiedene Winkel 
einsclili efst und mit «j zusammen eine geschlossene 
Fläche bildet, und man kennt eine Funktion fj' der Stelle 
auf «/ von solcher Beschaffenheit, dass f}' auf w/ ein- 
deutig und stetig ist und dieselben Randwerte hat, wie 
ij, dass die ersten Ableitungen von fj' in endlichen Ent- 
fernungen von der Randkurve und einer endlichen An- 
zahl von Trennungskurven eindeutig und stetig sind 
und bei genügender Annäherung an diese Kurven die 
Relationen: 




erfüllen, wo o' die kürzeste Entfernung des betreffenden 
Punktes von den genannten Kurven, lü irgend eine tan- 
gentiale Richtung von vorstellt, und dass sciiliefslich: 

cv \ J j •' r- 

Vwj OJj' 



an der Fläche cwj in endlicher Entfernung von der Rand- 
kurve und den Trennungskurven eindeutig und stetig 
und bei genügender Annäherung an dieselben von der 
Form; 

Q 

ist.*) 

In diesem Falle folgt leicht mit Hilfe des Zusatzes 3 zu Villa) 
in Anin.(®®), dass auch die zweite Bedingung 198) erfüllt sein muss. 

Bedingungen ß'). Die Funktion f soll auf« eindeutig 
und stetig sein, und die stetig gekrümmten Teile von« 
sollen sich in eine endliche Zahl von Gebieten zer- 
legen lassen, auf denen die ersten Ableitungen von f 
eindeutig und stetig, die zweiten endlich sind. 

Dass auch in diesem Falle alle Voraussetzungen des Satzes VIII 
und seines ersten Zusatzes, im besonderen die zweite Bedingung 198), 
erfüllt sind, folgt aus der Formel [59) S. 46]: 


C)Jn 


.cos(r>') , 
f ^d« = 


’ of cos (r>') 


dv„ 


r^ 


- d« 



of cos(rx) 
^ r^ 


0f cos(ry) 
r^ 


6f cos (rz) \ 

W 1 


d«, 


die für jeden (an der äufseren oder inneren Seite von « gelegenen) 
Punkt (?o%^o) der Fläche mit der inneren Normale g'lt, mit 
Hilfe des Zusatzes 3 zu VTIIb) des I. Teiles in Anm.(24). 


Also im besonderen, falls: 


-£ 



cos 


dft) - 


e.; 

“j 




J 


an der Fläelie wj überall eindeutig und stetig ist. 
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3. Kapitel. 

Über die Green-Neumannsobe Funktion und die 
Beseitigung der Konstanten C. 

§ 1 - 

Um uns bei der Lösung des äufseren Problemes von der 
Konstanten C zu befreien, können wir folgendermafsen ver- 
fahren: 

Wir können mit Hilfe der Neumannschen Methode — wir 
beschränken uns auf den Fall stetig gekrümmter, gegen einen 
inneren Punkt konvexer Flächen, auf den sich Zusatz 1 zu VIII 
bezieht — die allgemeine Potentialfunktion Ua des Aufsenraumes 
konstruieren, welche an der Fläche die Piandwerte: 

203) Ua = ^ + e 

besitzt, wo 5 eine ganz bestimmte, durch die Neumannsche 
Methode gegebene Konstante vorstellt. •^) 

Es ist leicht zu ersehen, dass 

204) 64=0 

sein muss: wäre nämlich 

6 = 0 , 


so folgte aus 203), dass im ganzen Aufsenraume : 

1 



sein müsste, wenn die Entfernung des variabelii Punktes (xyz) 
von 0 vorstellt; nun muss; 


CUa 

dp 


d« = 0 


0 } 


'■') Dass die Methode anwendbar ist, -folgt aus Zusatz 2 zu VIII, da 
■— auf m mit seinen ersten Ableitungen eindeutig und stetig ist und endliche 

z\üeite Ableitungen hat. 
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sein, nnd diese Gleichung kann von der Funktion: 


Ua =- 


1 

h 


nicht erfüllt werden. 

Wir multiplizieren nun die Gleichung 203) mit 
trahieren sie von der Gleichung: 


G 

S 


und sub- 


dann folgt: 


205) Ua-^ 


Ua = f + C, 
G 1 


f 




, an der Fläche 


und hieraus: 


206) Ua = f, an der Fläche 0 -}, 

wenn wir unter Ua die allgemeine Potentialfunktion des Aufsen- 
raumes: 


verstehen. 


207) Ua = U 





Die durch die Gleichung 203) definierte Funktion Ua 
will ich als die Green - Neuniannsche Funktion des 
Aufsenraumes von m in bezug auf den Punkt 0 be- 
zeichnen und S als die dieser Funktion zugehörige 
Konstante. 

Wir können nach dieser Definition unser Resultat so formu- 
lieren. 

Zusatz 3 zu VIII. Ist co eine stetig gekrümmte, ge- 
schlossene, gegen einen inneren Punkt 0 konvexe Fläche, 
Ua die Green-Neumannsche Funktion des Aufsenraumes 
von w ln bezug auf 0, 6 die derselben zugehörige Kon- 
stante und Ua die durch die Neumannsche Methode 
konstruierte allgemeine Potentialfunktion des Aufsen- 
raiimes, welche an der Fläche o) die Randwerte: 

Ua=f+C 

hat, die im übrigen den Voraussetzungen des Satzes VIII 
genügen, so ist: 



__ 2S2 — 

r C / 1 \ 

La - La — 

die allgemeino Potentialfiinktion des Äufsenraiimes, 
welche an der Fläche o) die Randwerte: 

Üa = f 

hat; dabei bezeichnet die Entfernung des variabeln 
Punktes fxyzj ron 0. 


4^ TTr 


Y. Abschnitt. 


e L 


des 


Mail 


Lprohleines. 


1. Kapitel. 

troer allgemeine Potentialfunktionen mit abteilnngs- 
"weise stetigen Randwerten. 

§ 1 - 

ir* sind durch die Lntersuchungen des IV. Abschnittes in den 
Stand gesetzt, allgemeine Potentialfunktionen des Innen- resp. 
Aulsenraumes einer stetig gekrümmten, gegen einen inneren 
Punkt 0 konvexen Fläche w zu konstruieren, welche im ganzen 
Innen- resp. Aufsenraum eindeutig und stetig sind und an 
der Fläche « Randwerte f annehmen, die folgende Bedingungen 
erfüllen: 

Es soll f auf CO eindeutig und stetig sein; 

es sollen die ersten Ableitungen von f eindeutig und stetig, 
die zweiten Altleifunge:! endlich'^') sein, solange man sich in end- 
lichen Entfernungen von den Trennungskurven der Fläche (in 
bezug auf f) hält: 

bei genügender Annäherung an die Trennungskurven sollen 
die Relationen 


■j Diese Bedingung ist auch durch die folgende zu ersetzen: Es 
sollen die ersten Ableitungen von f in endlichen Entfernungen von den 

Treimungskiirven regnlär sein. 



2S3 


•208) 




6h 




: J{q) 


erfüllt sein, wo q die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes 
¥on den Trennungskiirven, h irgend eine tangentiale Piichtmi 
vorstellt und D(^), J (q) Gröfsen, welche durch Verkleinermi 
von Q unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden können. 

Zur Lösung unseres Hauptproblemes für den Fall, dass die 
Fläche « nicht mehr gegen einen inneren Punkt 0 konvex ist, 
müssen wir die Neuraannsche Methode zunächst, unter Bei- 
behaltung dieser Bedingung für die Fläche 0 ), auj den Fall aus- 
dehnen, dass f auf co nur abteilungsweise eindeutig und stetig ist; 
zu diesem Zwecke müssen wir auch die zweite Bedingung 208) 
und einige frühere Sätze dieses IV. Teiles etwas allgemeiner fassen, 
und zu diesen Verallgemeinerungen wollen wir jetzt übergehen. 


§ 2. 

Die erste Verallgemeinerung bezieht sich auf den Zusatz 
zu la) bis Id). 

Wir wollen eine allgemeine Potentialfiinktion üi 
resp. Ua des Innen- resp. Aufsenraumes irgend einer 
geschlossenen Fläche co regulär nennen, wenn ihre 
Randwerte f auf co abteilungs weise eindeutig und 
stetig und bei genügender Annäherung des variabeln 
Punktes (xyz) an einen Punkt P der Trennungskurven 
von co (in bezug auf f) auf co oder irgend einer Fläche w', 
die mit co von null verschiedene Winkel 6 einschliesst, 
die Relationen erfüllt sind: 


209) 




‘0 Und zwar bei genügend kleinem 6: 

5ü..._S)(g') 

Sb' sin*' 6 ’ 


(X < 1). 


CD CO 



wenn o' die kürzeste Entfernung des betrc-ffenden Punktes 
von den Trenniiiigskurven, h' irgend eine tangentiale 
Richtung, / die Normale von m in (xyz), eine stetige 
Funktion der Stelle P auf den Trenn imgskurven vorstellt 
und Jif), D(o'j Gröfsen, die durch Verkleinerung von q 
unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt werden 
können. 

Nach dieser Definition können wir den Zusatz zu la) bis Id) 
in folgender Weise verallgemeinern: 

Verallgemeinerung des Zusatzes zu la) bis Id). Sind 
Ui resp. LU reguläre, allgemeine Potentialfunktionen 
des Innen- resp. Aufsenraumes einer geschlossenen 
Fläche cöj so^bestehen stets die Gleichungen: 


210 ) 


211) 



'fUi 

00 

dö) ^ 1 1 
r 45 t, 

|U> 

cos (r;^) 

fO 



00 



0 — Li 

‘SUa 


i TT 

cos(r;^) 

47rJ 

Ct/ 

r 

4 TT, 


r2 

(0 



0) 



u — — — i 

'eUa 

der; 


c 

i TI 

cos (ri^) 


6j) 

r 

47F^ 

eia 


ft) 



00 



0 = — i 

'6üi 

d« 


i Ui 

cos (rp) 

4jt,J 

CP 

r 

43T,_^ 


r2 

tö 



00 




d(ö, 


im Innenraume, 


dw, 


im 

Aufsenraiime, 


falls V die innere Normale von m vorstellt. 

Denken wir uns nämlich, wie früher (S. 218) die aus der 
Parallelfläche (r) und den Ringflächen ((>) bestehende Fläche 
so folgt bei unserer Definition der regulären^ allgemeinen Poten- 
tialfuiiktioneo, dass die über die Ringflächen ((>) zu erstreckenden 
Integrale rechts in den Formeln 4a) bis 4d) durch Verkleinerung 
von r und q unter jeden Kleinheitsgrad lierabgedrückt werden 
können, dass somit die Grenzwerte der Integrale über die Parallel- 
iläche (r), also die Integrale über die Fläche die durch die 
Formeln 210), 211) gegebenen W^erte erhalten müssen. 
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Verallgemeinerung des-Zusatzes 1 zu 11. Ist 6 der 
gröfste, K der kleinste Randwert einer regulären, all- 
gemeinen Potentialfunktion Ui resp. üa des Innen- resp. 
Aufsenraumes einer geschlossenen Fläche so ist im 
ganzen Innen- resp. Aufsenraum: 

212a) K^U^G: 

ist K < G in strengem Sinne, so ist in endlicher Ent- 
fernung von 0)1 

212b) K < ü 6, (in strengem Sinne). 

Verallgemeinerung des Zusatzes 2 zu IL Sind üi 
und U 2 zwei reguläre, allgemeine Potentialfunktionen 
des Innen- oder Aufsenraumes einer geschlossenen 
Fläche CO, und ist an der Fläche co: 

213 ) = 

so besteht diese Gleichung im ganzen Innen- resp. 
Aufsenraum. 

Wir können nämlich, infolge der zweiten Relation 209), wenn 
wir in einem Punkte P der Trennungskurven die Normalebene 



Fig. 63. 

konstruieren, und in derselben um P als Centrimi einen Kreis 
mit dem genügend kleinen Radius q schlagen, der die Fläche m 
in den Punkten A und B schneiden möge, von dem Werte einer 
regulären, allgemeinen Potentialfunktion U des Innen- resp. 



Aiifseiiraumes von ca in einem Punkte X jenes Kreises aussai-'cn, 
dass er der 'i”. genügt: 

214) Üx = Üa 4- f ■ "Pp + J (o), 

’.venn y den Winkel vorstellt, den PX mit PA bildet, und 
eine Gröfse, die durch Verkleinerung von p unter jeden Kleinheits- 
grad herabgedrückt werden kann. Bilden wir die Gleichung 214) 
i’ür den Fall, dass X nach B rückt, so folgt: 

215) Ub = Üa - i- fl • 'Pp -t- ^(e), 

wo h den Winkel verstellt, den die Teile von cd in P bilden, 
SG dass wir in 209) und 214) geradezu: 

r/.p = 4- ® (y) 

setzen können, und die Gleichung 214) geht in die folgende über: 


216) Lx = Üa 4- ^ (Üb — Ua) 4- D (p). 

Denken wir uns nun die Fläche «' konstruiert und machen 
r beliebig klein, so ist immer noch U eine allgemeine Potential- 
lunktion des Raumes P, die in diesem Raume überall eindeutig 
und stetig ist: die Randwerte von U an der Grenze des Raumes P 
üegen zwischen extremen Werten, die sich von den extremen 
erten & und K von ü auf ca nur um Gröfsen von der Form 
-Tip unterscheiden, da nach 216) dies auch für die Werte von ü 
auf den Ringflächen (g) folgt; es ergiebt sich somit nach Zusatz 1 
zu II und durch den Übergang zur Grenze, dass ü in dem ganzen 
Gebiete t zwischen den extremen Werten G und K liegen muss 
und in endhcher Entfernung von ca diese Werte nicht erreichen 
kann, falls K < G im strengen Sinne ist. 

Obwohl dieser Beweis der Verallgemeinerung von Zusatz 1 
zu II dem Wortlaut nach nur für stetig gekrümmte Trennungs- 
kurven gilt, bedarf wohl die Ausdehnung auf den allgemeinen 
Fall keiner besonderen Erläuterung. 

Die Verallgemeinerung des Zusatzes 2 zu II folgt nunmehr 
genau, wie Zusatz 2 zu II aus Zusatz 1 zu II. 



Bemerkung. Beide Veraligemeinerungeii sind ohne 
weiteres auf den Fall aiisziidehnen, dass sich U, resp. 
Ul und Uo je aus einer regulären, allgemeinen Potential- 
fiinktion und einer allgemeinen Potentialfiinktion zu- 
sammensetzeii, die in ihrem ganzen Ptaumgebiet ein- 
deutig und stetig ist. 


§ -i- 

Erweiterung des Satzes lila). Das Flächenintegrai 
über eine geschlossene Fläche £ 0 : 


217 ) V= 


do) 


ist eine reguläre, allgemeine Potentialfunktion des 
Innen- und Aufsenraumes von falls H auf 00 ab- 
teilungsweise eindeutig und stetig ist, falls seine 
ersten Ableitungen in endlichen Entfernungen von den 
Trennungskurven der Fläche (in bezug aufiT) eindeutig 
und stetig sind und bei genügender Annäherung an 
dieselben die Pielationen 


218) e|f = ^(e) 

erfüllen. 

Dies folgt unmittelbar aus VIII b) und seinen Zusätzen irn I. Teile- 
[unter Rücksichtnahme auf Zusatz 3 zu Vlllb) in Anm.(-^)]. 

Erweiterung des Satzes Illb). Das Flächenintegral 
über eine geschlossene Fläche 0 ): 

00 

ist eine reguläre, allgemeine Potentialfunktion des 
Innen- und Aufsenraumes von a, falls x auf w abteilungs- 
weise eindeutig und stetig ist, falls die ersten Ab- 
leitungen von X in endlichen Entfernungen von den 
Trennungskurven der Fläche co (in bezug auf x) ein- 



dclüig und stetig sind und bei genügender Annäherung 
an dieselben die Relationen erfüllen: 


220 ) 



= iel 


wo Q die kürzeste Entfern Ling des betreffenden Punktes 
von den Trennungskurven, h irgend eine tangentiale 
Pachtung vorstellt und eine Gröfse, die durch Ver- 
kleinerung von o unter jeden Kleinheitsgrad herab- 
gedrückt werden kann, und falls schliefslich bei ge- 
nügender Annäherung an einen Punkt P der Trennungs- 
k urven: 

cW 

221) e-g- = <7>-p + D(e), 


wo ‘P'p eine stetige Funktion der Stelle P auf den Tren- 
nungskurven vorstellt und D(^) wieder eine Gröfse, die 
durch Verkleinerung von q unter jeden Kleinheitsgrad 
herabgedrückt werden kann. 

Dies folgt unmittelbar aus Villa) mit seinen Zusätzen im 
1. Teile. Es wird für die Folge von Nutzen sein, Bedingungen 
ür.nv.gel: welche die Helationen 221) zur Folge haben, falls die 

übrigen Bedingungen der V:'-:-r.”ge::-..-‘r.aar:g von Illb) erfüllt sind: 

Bedingungen ■/). Man kennt für jeden Teil «j der 
Fläche« irgend eine Fläche«/, die mit «j von null 
1 e i s chied ene V inkel einschliefst und mit «j zusammen 
eine geschlossene Fläche bildet, und man kennt eine 
Funktion z/ der Stelle auf «j' von solcher Beschaffenheit, 
dass y./ auf «/ abteilungsweise (^S) eindeutig und stetig 
ist:^class die ersten Ableitungen von zj' in endlicher 
Entfernung von der Piandkurve und einer endlichen 
Anzahl von Trennungskurven der Fläche «j' eindeutig 
und stetig sind und bei genügender Annäherung an 
dieselben die Pielationen erfüllen: 


222) e 


' ^ 
eiT 




wo q' die kürzeste Entfernung des betreffenden Punktes 
\on den genannten Kurven, h' irgend eine tangentiale 
Richtung von «/ vorstellt, und J(q') eine Gröfse, die 
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durch Verkleinerung von o' unter jeden Kleinheit sgrad 
lierabgedrückt werden kann; dass schliefslich 



überall an der Fläche «j in endlicher Entfernung von 
der Randkurve und den Trennungskiirven eindeutig 

und stetig und bei genügender Annäherung an dieselben 
von der Form 

(jjp ^ D(o) 

Q 

Es folgt wieder leicht mit Hilfe des Zusatzes 3 zu Villa) in 
Anm. f ^), dass die Bedingungen* y) 221) zur Folge haben. 

Bedingungen /). Die Funktion z soll auf m ab- 
teilungsweise eindeutig und stetig, und auf den Teilen, 
in welche m durch ihre Trennungskiirven (in bezug auf se) 
zerlegt wird, sollen die ersten Ableitungen von ein- 
deutig und stetig, die zweiten Ableitungen von z end- 
lich sein. 


§ 5 - 

Erweiterung des Satzes V. Ist f eine abteilungs- 
\veise(^^) eindeutige und stetige Funktion der Stelle auf 
einer Kugelfläche (R), deren Ableitungen in endlicliee 
Entfernungen von den Trennungskurven eindeutig und 
stetig sind, während bei genügender Annäherimg an die 
Trennungskurven die Relationen: 


223 ) ? 


Öf 

oh 


J{Q) 


*) Also im besonderen, falls 




an der Fläche Wj überall eindeutig und stetig ist, 

Korn, PoteiitMtlieorie. 


19 
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erfüllt sind, genügt aufserdem f den Eedingungeff ;') 
oder so ist: 


224) LV 


47rR 

(Rj 




2 TT 

(R) 






die reguläre, allgemeine Potentialfuiiktion des Innen- 
raumes^ weiche an der Kugelfläche die Randwerte f 
hat, und: 


225) Ua = - 


1 


, döj 


47rRj 

CR) 


(R) 




die reguläre, allgemeine Potentialfunktion des Aufsen» 
raumes, der dieRandwerte f ah der Kugelfläche ziigehören. 

Der Beweis ist wortgetreu derselbe, wie in Abschnitt III, 
Kap. 1, § 1, nur dass noch hinzuzufügen ist, dass Ui und Ua in- 
folge der von f erfüllten Bedingungen r) resp. /) auch reguläre, 
allgemeine Potentialfunktionen sind, somit auch die einzigen 
regulären, allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsen- 
raumes, welche an der Kugelfläche die Randwerte f haben. 


§ 6- 

Trotz dieser Erweiterungen früherer Sätze, auf die sich der 
Beweis der Neumannschen Methode stützt, scheint dieselbe doch 
auf den ersten Anblick nicht anwendbar, weil wir nicht wissen, 
ob die Integrale: 



(0 


in denen: 
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überhaupt endlich sind, falls x eine abteilun gs weise ein- 
deutige und stetige Funktion der Stelle auf m ist, und da 
sich unser Beweis der Neumannschen Methode wesentlich auf 
die Endlichkeit solcher Integrale stützte; nichtsdestoweniger 
werden wir imstande sein, den Satz VIII in folgender Weise aus- 
ziidehnen : 

Erweiterung des Satzes VIII. Ist m eine geschlossene, 
stetig gekrümmte, gegen einen inneren Punkt 0 kon- 
vexe Fläche, so gilt die Neumannsche Methode auch dann 
noch, falls f eine abteilungsweise stetige Funktion 
der Stelle auf m ist, falls die ersten Ableitungen von f 
in endlichen Entfernungen von den Trennungskurven 
der Fläche m (in bezug auf f) regulär sind und bei ge- 
nügender Annäherung an dieselben die Relationen er- 
füllen: 

226 ) e|t = ^(e), 


falls schliefslich f den Bedingungen y) oder /) genügt^ 
und zwar liefert uns die Neumannsche Methode die 
regulären, allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- 
und Aufsenraumes, welche an der Fläche m die Rand- 
werte f resp. f + G haben. 

Um dies zu beweisen, werden wir zunächst zeigen, dass wir, 
falls wir, wie früher: 




setzen, durch die Neumannsche Methode allgemeine Potential- 
funktionen Ui' üa' des Innen- und Aufsenraumes konstruieren 
können, welche an der Fläche w die Randwerte : 

7 ^ (2Bi a + SBii) 

resp. (2Bi a + S33ii) — G 

haben, und welche im ganzen Innen- resp. Aufsenraume eindeutig 
und stetig sind. 


19 * 
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Die Funktion: 




ist auf m eindeutig und stetig, falls f den ngor 

Satzes genügt was daraus hervorgeht, dass identisch: 


228 ) 




. COS (r^h 1 

, f -4 ' d£i 


4(23ia-2Sxi)--f- 


1 i f 


271 


, cos (rv) 


r- 


dco 


und bei dem Durchgänge durch die Trennungskurven bei 
Voraussetzungen die Sprünge von 


f und 




27r 


resp. von 


• f und 


J.J r,.cos(r 
27T J ^ 


(r.) 


dcf) I 


gerade entgegengesetzt sind. 


Können wir noch iiachweisen, dass die Integrale 


22 9 j 


I ox J [ dy j 0z 


df-, 


dfT, 


ericllieh sind, wenn: 


230) [ (SBi a + 2Bi i) d«, 


cos(rr) 


50 sind die «) (S. 278) für die Funktion: 


unseres 


unseren 
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1 

9 


erfüllt, und die Neumannsche Methode liefert uns dann that- 
sächlich nach Zusatz 1 zu VIII die allgemeinen Potential funktionen 
des Innen- resp. Aufsenraumes, welche an der Fläche oo die 

Randwerte 

resp. 

haben und im ganzen Innen- resp. Aulsenraume eindeutig und 

stetig sind. 

Dass nun % 2 -ä inid bei unseren Voraussetzungen wirklich 
endlich sind, folgt leicht, wenn man die Formeln: 


^2a ■ 


dv 


dot), 


3:2i=- 


^ 

öv 


addiert: 




’(as2a-SB,i)^d«, 


= -U2Si.a + 2Bn)-®W«, 


dp 


(SBsa + SBsi) d«, 


(O 


wie sich auch leicht durch eine der Untersuchung S. 254 analoge 
Betrachtung ergiebt. Nun ist bei genügender Annäherung an 
einen Punkt P der Trennungskiirven: 


231 ) 


egg, 

dp 


Wp J(q) 




Q 


Q 
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wo iPp eine endliche Gröfse und F eine endliche Länge vorstellt. 
Denken wir uns daher von der Fläche m einen endlichen Streifen, 

«1 abg’escliieden^ von 
solcher Beschaffen- 
heit, dass jeder Punkt 
der Fläche m — 
von den Tremiungs- 
kurven er einen gröfse- 
ren Abstand hat als 
P, und bedenken wir, 
dass für irgend einen 
Punkt von «j : 

as.a + = (2B2a + 2B2i)p + D(^), 

so wird: 




wo c eine endliche Konstante vorstellt. Das erste Glied rechts 
ist null, weil für je zwei Punkte mit dem kürzesten Ab- 

stande Q von <j, welche auf entgegengesetzten Seiten von er liegen, 
mit entgegengesetzten Vorzeichen zu nehmen ist; damit ist 
die Endlichkeit von also auch von S: 2 i and % 2 a einzeln 

bewiesen. 

Es stellen nunmehr nach 228) 


233) 




Cö 


allgemeine Potentialfunktionen des Innen- resp. Aiifsenraumes 
dar, welche an der Fläche w die Randwerte f, resp. f + C haben, 
wenn LY Ua" die durch die Neumannsche Methode gegebenen 
allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsenraumes 
sind, welche an. der Fläche cö die Randwerte: 
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Y(SSia + 2Bn), 
resp. yCSSia + aBiij-C 

haben und im ganzen Innen- resp. Aufsenraume eindeutig und 
stetig sind. Die Funktionen Ui' resp. Ua' sind nun nicht blofs 
stetige, sondern auch reguläre allgemeine Potentialfunktionen, 
wie leicht P) mit Hilfe von Satz 3b) in Amii. folgt, gleiches 
gilt somit auch von Ui resp. üa. 


Die Erweiterung des Satzes VIII gestattet uns, eine allgemeine 
Potentialfunktion des Innen- resp. Aufsenraumes zu finden, welche 
auf einem Teile der stetig gekrümmten, gegen einen inneren 
Punkt 0 konvexen Fläche co den Wert null, auf dem anderen 
Teile den Wert 1 hat. Die Funktion: 

234) f= 

[ 1 auf ooo 

erfüllt offenbar die Voraussetzungen dieses Satzes, und die ge- 
suchten Funktionen Ui Ua sind von der Form: 



«2 


wo u/ Ua' allgemeine Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsen- 
raumes vorstellen, welche in dem ganzen Innen- resp. Aufsen- 
rauiii eindeutig und stetig sind. 

Es sei er die Randkurve von 6 O 2 und w' eine Fläche, welche 
6) in der Kurve er unter von null und 71 verschiedenen Winkeln 6 
schneide und aufser der Kurve er keinen Punkt mit m gemein 
habe, wir können zeigen, dass Hi resp. Ha auf m' in strenger 
Weise die Ungleichungen erfüllen: 



•206 



0 < Ui < 1, ) 

0<u,,< 1, / 


auf ü)\ 


Die Behauptung ist nach der VerallgemeineFiing des Zusatzes 1 
zu n (und der Bemerkung S. 287) klar, solange man sich in 
endlicher Entfernimg von der Fläche « hält; nähert man nun 
den variabelii Punkt X auf der Fläche w' einem Punkte P der 



Piandkiirve er von genügend, so ist, wenn man um P als 
Leiitruiii in der Nornialebene der Kurve c? einen Kreis mit dem 
Piadiiis ^(==PX) schlägt, der co^ in A, oo^ in B schneide: 


2:37} 


;x i Hi Ia — <^2 -{ — (tt — 0) -h si/j 

Hi iX — I Hi iß = ^2 ^ ( q)i 


wo und A(q) A(q) durch Verkleinerung von q unter jeden 
Kleinheitsgrad lierabgedrückt werden können; es folgt dies aus 
der Stetigkeit von Ui und aus dem Satze Vlla) des L Teiles. 
Ist somit fj von null und rr verschieden, so folgt die Behauptung 
xör Ul, auch wenn man X an er unendlich nahe heranrücken lässt; 
analoges folgt für Uah 



Es existiert somit ein echter Bruch X von solcher Beschaffen- 
heit, dass 

f Ui < 1 f - 

23b) ■ ■ auf w . 

l Ua</!. J 

Es sei nun üj eine allgemeine Potential funktion des Innen- 
raumes von «, welche sich aus einer regulären und einer stetigen^ 
allgemeinen Potentialfunktion additiv zusannnensetzen kann, und 
die an der Fläche «i überall den Wert null habe, während ihr 
absoluter Wert an der Fläche der Ungleichung entspreche; 

239) abs. Uj < U, an der Fläche « 2 , 

wo r irgend eine endliche Konstante vorstellt. 

Die Funktion: 

Ui=Frui 


ist wiederum eine allgomoine Potentialfunktion des Innenraumes, 
die sich aus einer regulären und einer stetigen, allgemeinen 
Potentialfunktion additiv zusammensetzt; dieselbe hat an der 
Fläche coj die W^erte null und entspricht an der Fläche Wg der 
Ungleichung: 

Ui — rui<o, 1 

resp. X. — .A r un der Flache 
^ Ui + rUi^O, I 

Es ist somit nach der Verallgemeinerung des Zusatzes 1 zu II 
(und der Bemerkung S. 287) im ganzen Innenraume von ta: 

Ui< Fui, 

Ui>— UUi, 

oder: 

240) abs. Ui < UUi, im Innenraume von to. 

Im besonderen gilt auf der Fläche m' die erste Ungleichung 
238), es folgt somit: 

241) abs. Ui<r-2, auf der Fläche m. 

Die analoge Betrachtung lässt sich für den Aufsenraura aus- 
führen, und wir gelangen so zu den beiden folgenden Sätzen: 
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IXa) Ist üi die allgemeine Potentialfunktion des 
Innenraurnes einer geschlossenen^ stetig gekrümmten, 
gegen einen inneren Punkt 0 konvexen Fläche, die sich 
aus einer regulären und einer stetigen, allgemeinen 
Potentialfunktion additiv zusammensetzt, und weiche 
■an einem Teil der Fläche w die Randwerte null hat, 
während sie an dem anderen Teile «2 der Fläche m der 
Ungleichung genügt: 

abs. Ui^r, 

wo Feine endliche Konstante vorstelit, so ist auf irgend 
einer Fläche welche co in der Grenzkurve von 
und «2 unter von null (tt) verschiedenen Winkeln 
schneidet und sonst keine Punkte mit m gemein hat: 

abs. Ui ^ r • > 1 , 

wo / einen echten Bruch vorstellt, der lediglich von 
der Gestalt der Flächen co und co' abhängt. 

IXb) Ist Ua die allgemeine Potentialfunktion des 
Aiifsenraumes einer geschlossenen, stetig gekrümmten, 
gegen einen inneren Punkt 0 konvexen Fläche, die sich 
aus einer regulären und einer stetigen, allgemeinen 
Potentialfunktion additiv zusammensetzt, und welche 
an einem Teil der Fläche (o die Randwerte null hat, 
während sie an dem anderen Teile 002 der Fläche m der 
Ungleichimg genügt: 

abs. Ua < r, 

wo I eine endliche Konstante vorstellt, so ist auf irgend 
einer Fläche welche co in der Grenzkurve von und 
^^2 unter von null (u) verschiedenen Winkeln schneidet 
und sonst keine Punkte mit 00 gemein hat: 

abs. üa^r. 2 , 

wo 1 einen echten Bruch vorstellt, der lediglich von 
der Gestalt der Flächen co und co' abhängt. 

Der Beweis der Sätze IXa), IXb) lässt die folgende Aus- 
dehnung derselben zu: 



Verallgemeinerung der Sätze IXa), IXb). Die Sätze 
IXa) und IXb) gelten für jede beliebige geschlossene 
Fläche CO, falls sich nachweisen lässt, dass allgemeine 
Potentialfunktionen Ui, Ua des Innen- resp. Aufsen- 
raumes von a existieren, welche sich aus je einer 
regulären und einer stetigen, allgemeinen Potential- 
funktion additiv zusammensetzen, und welche an der 
Fläche coi überall die Werte null, an der Fläche coo üb er- 
all die Werte 1 haben 


2. Kapitel. 

Die Sckwarzsclien Methoden des alternierenden 
Verfahrens. 

§ 1 - 
(Erster 

Es sei o) eine geschlossene, stetig gekrümmte, gegen einen 
inneren Punkt 0 konvexe Fläche, er eine geschlossene Kurve auf 
derselben, die « in die zwei Teile oo^ und Wy zerlege; es sei 
ferner eine weitere geschlossene, stetig gekrümmte, gegen 
einen inneren Punkt 0 ' konvexe Fläche, welche o) in der Kurve er 
unter von null verschiedenen Winkeln schneidet und sonst keinen 
Punkt mit o) gemein hat; den im Innenraum von m gelegenen 
Teil der Fläche 0/ be- 
zeichnen wir mit eoo, 
den im Aufsenraume 
von m gelegenen Teil 
der Fläche m' mit 0)/. 

Es sei F eine Funk- 
tion der Stelle, welche 
in dem Imieiiraume von 
ft)/ mit ihren ersten 
Ableitungen eindeutig 
und stetig ist und endliche zweite Ableitungen hat; ihre Randwerte 
an den Flächen 00^ und ihre W^erte auf 0)3 coo' bezeichnen wir 
mit f; wir wollen zeigen, dass wir die stetige, allgemeine Potential- 
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fiinktioii des Innenraunies von oo^ konstruieren können, welche 
an den Flächen oo^ öj/ die Randwerte f besitzt,-'') 

Es sei Ul die durch die Neumaniisclie Methode erhaltene 
stetige, allgemeine Potentialfiinktion des Innenraunies ' von 
welche an der Fläche m die Randwerte f besitzt, so dass: 

242jaj Ui=f, an der Fläche 
242jb) Ui^f, an der Fläche 

Bezeichnen wir mit F den absolut grölsten Wert von f, so ist : 

242i c) abs. lo ^ R, an der Fläche 

und auch: 

242^ d) abs. Ul < r, an der Fläche ooo'. 

Wir können nun mit Hilfe der Neumannschen Methode die 
stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von oo' 
konstruieren, für welche: 

243iaj iii' = f, an der Fläche 
243ib} Ui' = Uj, an der Fläche co/. 

^ Es lässt sich nämlich zeigen, dass die Funktion (f, Ui)'*'*) den • 
Be:.:ng.:ngi-ri ß) (S. 278) genügt. Konstruieren wir eine Fläche 
mit der Randkurve er, w’-elche in dem Innenraum von € 0 . 3 " ver- 
läuft und mit diesen Flächen aufser der Randkurve er, in der sie 
mit cüi (0.2 unter von 0 ( tt ) verschiedenen Winkeln zusammentrifft, 
keinen Punkt gemein hat, so ist [wie leicht(5^) mit Hilfe von Zusatz 1 
niicl 2 zu \4IIa) des 1. Teiles und Satz 3 b) in Anm. p^) folgt] 
iii in dem Innenraume von co^ nicht blofs eindeutig und stetig, 
sondern auch regulär, es ist daher für irgend einen Punkt (?o^öQ 
an der Fläche w./ (im Aufsenraum von co./): 


0 Die folgende Untersuchung bleibt auch in Geltung, falls wir von 
der Funktion f der Stelle auf den Flächen w w' nur wissen, dass sie auf 
cliesein Flächenkomplex eindeutig und stetig ist (also auch in der Kurve <> 
rur beide Flachen denselben Wert hat) und dass ihre ersten Ableitungen 
aiit beiden Flächen regulär sind. 

--) Mir deuten durch diese Bezeichnung die Funktion an, welche auf 
wj die "Merte f, auf die Werte Uj hat. 
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Ul 


1 Ccui cift) 1 r 

Att J dp r Att j 

»Q-f-cög' -Q + C02' 


co5(ri^) 


cl«, 


■wenn v die in den Innenraum von -Q, m.y' ■■.ir:c-in:e‘-h:-r 
von äo) bezeichnet, somit: 


Op 

o_i 


•Wo' 


COS (ri^) 


r- 


dw = 


c f0Ui dw , CU| 

L.^ - 471 -^: 

Op I CP r Op 


o_ 


-Wo 


Normale 


hieraus folgt, da Ui in dem' Innenraume von ii, Wg" regulär ist, 
unter Zuhilfenahme des Satzes Vlllb) und seines 1. Zusatzes im 
L Teile, dass die Funktion (Uj, f) den Bedingungen ß) (S. 278) ge- 
nügt. Damit ist nachgewiesen, dass Ui' mit Hilfe der Neumann- 
schen Methode konstruierbar ist. 

Es ist nun wiederum: 


243iC) abs. u/cT, an der Fläche Wo', 

243id) abs. Ui'<r, an der Fläche W 2 . 

Wir konstruieren nun mit Hilfe der Neumannschen Methode 
die stetige, allgemeine Potentialfunktion lu des Innenraumes von 
• 0 ), für welche: 

U 2 ==f, an der Fläche w^, 

U 2 = Ui'^ an der Fläche W 2 , 

— der Beweis der Anwendbarkeit der Neumannschen Methode 
ist genau, wie oben — , dann ist: 

2420 0 ) Uo — Ui=0, an der Fläche w^, 

2422 b) Uo ~ Ui = u/ — f, an der Fläche « 2 ^ 

■somit: 

2420 c) abs. (uo — Ul) < 2r, an der Fläche Wo, 

2422d) abs. (Uo ~ ni).< 2r2, an der Fläche Wo', 

nach Satz IXa), wo l einen echten Bruch vorstellt, der lediglich 
von der Gestalt der Flächen w und w' abhängt. 

Wir konstruieren weiter mit Hilfe der Neumannschen Methode 
die stetige, allgemeine Potentialfunktion U 2 ' des Imienraumes von 
4»', für welche: 

112 '== f, an der Fläche w/, 
i^' = Uo, an der Fläche mA, 
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dtinn ist 

243oaj iio' — u,' = ö, an der Fläche ö)/, 

243äb) Uj' — Ui' = U 2 — Ul, an der Fläche 

somit: 

2432 C} abs. (U 2 '-Ui')< 2 r;., an der Fläche 00.2 (nach 2422d), 
2432 d) abs. (U 2 ' — u/j < 2r'22^ an der Fläche Mj, 
nach Satz IX a). 

In dieser Weise gehen wir weiter und bilden die beiden 
unendlichen Reihen : 


244) u = u, + (u. - u,) + (U 3 - U 2 ) + . . . = lim u„, 

n=:oo 

245 ) 11 = Uj 4 - (U2' — U2') + (iig' — U2') -+-••• = lim Ui/, 

n = uo 

dann stellt die Reihe 244) infolge der Relationen: 


242 a) 


Ui=f, 

Uo — Ul = 0, 

U.3 — Uo = 0, 


an der Fläche « 1 , 


242 b) 


Ul =f, 

U 2 — Ul = Ul' — f, 

U3 — «2 =«2' — u/, 


an der Fläche « 2 , 


242 c) 


1 


abs. Ul < r, 
abs. (u, - Ui) < 2 r, 
abs. (ug - U 2 ) < 2rX% 
abs.(u4-u3)52n^ 


an der Fläche <» 2 , somit 
auch im ganzen Innen- 
raume von ft), 


eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von <» 

dar, für welche: 

f ^ = an der Fläche oo., 

246 ) < ^ 

> 1 u = lim u„' = u', an der Fläche o)., 

und die Reihe 245) stellt infolge der Relationen: 



303 


243 a) 


Ui' = f, 

Uj' — Ul' = 0, 

Ug' — Ug' = 0 , 


an der Fläche w/, 


243 b) 


u,' = f, 

Ua' — Ul' = Ul — f, 
= Ua — Ul, 


an der Fläche co./, 


243 c) 


abs. Ul' < r, 
abs. (ua' — u/) <: 2 FA, 
abs. (Ug' — Ua') ^ 2 
abs. (U 4 ' — Ug') ^ 2 FA®, 


an der Fläche co^', somit 
auch im ganzen Innen- 
raume von a', 


eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von 
dar, für welche: 

^ u' = f, an der Fläche «, ', 

) u' = lim Un = u, an der Fläche « 3 '. 

In dem Innenraume von <»2 und co^ sind die Funktionen u 
und u' identisch, da nach der zweiten Formel 246) und der 
zweiten Formel 247) 

u __ u' = 0, an der Fläche « 03 , 
u __ u' = 0, an der Fläche ( 1 O 2 

somit nach Zusatz 2 zu II: 

248) u = u' im Innenraume von (»2 < 02 '- 

Die Formeln 246), 247) zeigen uns, dass die stetige, allgemeine- 
Potentialfunktion des Innenraumes von «1 0 )/, die an den Flächen 
cöj .die Werte f annimmt, in dem Innenraume von m durch- 
die Reihe: 

u = Ul 4- (U2 — Ul) 4 - (U3 — U2) 4 - • • 
im Innenraume von m' durch die Reihe: 

U' = u/ 4- (U2' “ Ul') 4 - (Ug' ~ U2') H , 

dargestellt wird. 
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Ein jedes derartiges alternierendes Verfahren, durch 
welches man die gesuchte, allgemeine Potentialfunktion 
in Gestalt unendlicher Reihen erhält, wollen wir in 
Zukunft als eine Schwarzsche Operation bezeichnen. 

Xa) Sind « und «' zwei stetig gekrümmte, gegen 
je einen inneren Punkt konvexe, geschlossene Flächen, 
die sich in einer Kurve a unter von null(7r) verschiedenen 
Winkeln schneiden und aufser er keinen Punkt gemein 
haben, und bezeichnet man mit Wj Wj' die äufseren, 
mit cdo Mo' die inneren Flächenteile, so kann man mit 
Hilfe der Neumannschen Methode und einer Schwarz- 
schen Operation die stetige, allgemeine Potential- 
funktion des Innenraumes von «i m/ konstruieren, die 
an diesen Flächen die gegebenen Randwerte f annimmt, 
falls f der folgenden Bedingung genügt: 

Es existiert eine Funktion F des Innenraumes von 
Ml Ml’, welche mit ihren ersten Ableitungen eindeutig 
und stetig ist, endliche zweite Ableitungen hat und an 
den Flächen Mj Mj' die Randwerte f besitzt, 

oder der allgemeineren Bedingung: 

Es existiert eine auf Mj m/ mit f übereinstimmende 
eindeutige und stetige Funktion des Flächenkomplexes 
•w deren erste Ableitungen auf m und m' regulär sind. 

§ 2. 

(Zweiter Typus.) 

Unter Beibehaltung der Bezeichnungen und Voraussetzungen 
•des vorigen Paragraphen wollen wir zeigen, dass man mit Hilfe 
der Neumannschen Methode und einer Schwarzschen Operation 
auch die stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes 
von «2 “a" konstruieren kann, die an diesen Flächen die gegebenen 
Randwerte f annimmt. 

Es sei Ul die stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innen- 
raumes von m, für welche: 

249i) Ul = f, an der Fläche Mg, 

Ul = f, an der Fläche Mj ; 



Ul' die stetige^ •digeiueiue Potentialfunktion des Iniienraiiiiies ¥Oii 
für welche: 

250i) = Uj, an der Fläche 

Ux' = 0, an der Fläche 

es sei weiter iio die stetige, allgemeine Potentialfunktion des 
Iniienraumes von für welche: 

iig == f — Ul', an der Fläche Wo, 
iig = 0, an der Fläche 

:SO dass: 

249o) lu — Uj == — u/, an der Fläche m./; 

Uo' die stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von 
■m\ für welche: 

U .2 = f — 11 . 3 , an der Fläche 
U 2 ' = 0, an der Fläche 

so dass: 


25 O 2 ) U 2 ' — Uj' = — (U 2 — Ul), an der Fläche 

und so fort; es folgen dann wieder, wenn wir mit F den absolut 
gröfsten Wert von f bezeichnen, analog der Untersuchung des 
vorigen Paragraphen die Ungleichungen : 


■251) 


abs. Ul < r, 

im 

abs. Ul < 2r, 

abs. (Uo— Uj) < 2rA, 

Innen- 

abs. (ug'— u/) 

abs. (U3 — U2) < 2 r2®, 

raume 

abs. (Ug' — 112 'j < 2 rX\ 


von w, 




im 

Innen» 

raume 

von 


■so dass die Pieiheii: 


Ul -f (Uo — Ul) + (Ug — Ug) 4- • • • = lim Un, 

n = 00 

Ul 4 - (U2 — Ul ) 4 - (Ug — Ug ) 4 - . . . == lini 

n= 00 

im Innenraume von «2 00.2 beide konvergieren. 

Addieren wir alle Formeln 249), so folgt: 

Ul + (U2-Ui) + (U3-U2) + .. . = f - Ui' - (Us'-u/) 

(an der Fläche m^) 

'Oder: 



Ul +(U2-Ui) +(U3-U2) 

+ Ul' + (Ua'- U] ') + (Us'-Ug') -I 1 ’ 


Korn, Potentialtlieorie. 


(an der Fläche m ^) ; 


20 



addieren wir alle Formeln 250), so folgt: 


u/ 4 - (1I2' — u/) (Ua' 
oder: 


112)4- ' • * — f — Ul — (1I2 ■ Uj) — 0 ® 

(an der Fläche «2)7 


Ul 4- (Uo - Ul) 4- (U 3 - llo) 4- • • • '1 

4- Uj' + (u,' - Ul') + (1I3' — u/) H i 


= f, (an der Fläche «21- 


Die Funktion: 


I u = Ul 4- (U2 — Ul) 4- (Ug — lu) 4 

253) I 4- Ul' 4- (U 2 ' — Ul') 4- (Ug' — U 2 ') 4- • • • 

= lim (Un 4- Un) 

^ n = 00 

stellt somit die gesuchte Potentialfunktion dar. 

Xb) Wir können bei den Voraussetzungen*) des 
Satzes Xa) mit Hilfe der Neumannschen Methode und 
einer Schwarzschen Operation auch die stetige, all- 
gemeine Potentialfunktion des Innenraumes von «2 «2' 
konstruieren, die an den Flächen «3 die gegebenen 
Piandwerte f besitzt. 


(Dritter Typus.) 

Xc) Es sei «1 eine beliebige geschlossene Fläche 
und «2 irgend eine zweite geschlossene Fläche, die ganz 
innerhalb öJi verläuft, und es sei uns eine Methode 
bekannt, stetige, allgemeine Potentialfunktionen des 
von coi «2 begrenzten Gebietes zu konstruieren, welche 
an der Fläche «1 bestimmte — gewissen hier nicht näher 
zu diskutierendenBedingungen**) unterworfene — Rand- 
werte fl annehraen, während ihnen an der Fläche ca^. 
beliebige Randwerte zukommen sollen, die auf 


■) Es sei nur hervorgehoben, dass f auf der Fläche w,,' nicht mebir 
d efiniert zu sein braucht (resp. die F unktion F nicht im Aufsenraume von 
**) Es sei nur bekannt, dass auch die Funktion 

f. = l 


diesen Bedingungen genügt. 
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mit ihren ersten Ableitungen eindeutig und stetig sind 
und endliche zweite Ableitungen haben; es sei ferner 
eine geschlossene Fläche, welche ganz innerhalb des 
von «1 £00 begrenzten Gebietes verläuft und «o in ihrem 
Inneiiraume enthält, und 
es sei uns eineMethode be- 
kannt, stetige, allgemeine 
Potentialfunktionen des 
Innenraumes von £>3' zu kon- 
struieren, deren Rand- 
werte f' an der Fläche m' 
mit den Werten einer all- 
gemeinen Potentialfunk- 
tion des von £öi (o.^ be- 
grenzten Gebietes auf w' übereinstimmen; wir können 
dann mit Hilfe einer Schwarzschen Operation die stetige, 
allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von 
konstruieren, die an der Fläche die Randwerte f| 
annimmt. 

Sei nämlich u^ die stetige, allgemeine Potentialfunktion des 
Innenraiimes von 00^ für welche: 

254 ia) ai = fi5 an der Fläche 
254 i b) Ul = 0 , an der Fläche oo ^ ; 

es sei ferner u/ die stetige, allgemeine Potentialfunktion des 
Innenraumes von 0)', für welche 

255 i) u/ = Ui, an der Fläche 

Es sei weiter U2 die stetige, allgemeine Potentialfunktion des 
Innenraumes von ooi für welche: 

U2 = fi, an der Fläche 001, 

U2 ™ Ul', an der Fläche £»2? 

dann ist: 

2542 a) U2 — Ul = 0 , an der Fläche «1 , 

2542 b) U2 — Uj == u/, an der Fläche «2? 

es sei ferner U2' die stetige, allgemeine Potentialfunktion des 
Imienraumes von für welche 

112' = U2, an der Fläche 

W' 



Fig. 67. 



dann ist: 


*2552) u.?' — Ui' = Ho — Ui, an der Fläche m\ 


und so fort. 

Wir bilden nun die unendlichen Reihen: 

256 ) u = Ui -f- (Uo — Ul) 4- (Ug — 112) + • - ^ lim 11,,, 

11“ CO 

257) u' = Uj' -i- (Us' — u/) -f- (Ug' — Uo') + • • • EE lim u,/, 

II = 00 

dann stellt die Reihe 256) infolge der Relationen: 


254a) 


Ul =fi, 

Uo — Ul = 0, 

Uj - Uo = 0, 


an der Fläche Wi, 


254 b) 


Ul =0, 

Uo - Ui =Ui', 

Ug — Uo = Uo' — Ul', 


an der Fläche Wg, 


eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von 
Wj Wo dar, für welche: 


|u = fi, an der Fläche Wj, 

I u= limUtt' = u', an der Fläche Wo; 

die Reihe 257) stellt infolge der Relationen: 


255) 


Ul' = Ul, 

Uo'-Ui'^Uä — Ul, 
Ug' — Uo' = Ug — Uo, 


an der Fläche w', 


eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von co 
dar, für welche: 


259) u' = lim Ua = u, an der Fläche w', 

n=c» ’ 

falls die Reihe 256) im ganzen Innenraume von Wi die Reihe 257) 

ini g’anzGn IiinGnrauin von o)'^ konvorgiGrt. 



— 309 — 

Das ergiebt sich aber aus den Formeln, welche sich analog 
der Untersuchung des § 1 mit Hilfe des Zusatzes zu IX in 
Anm. {®'*j successive ableiten lassen: 

abs. Uj < Uj, abs. Ui'<-r], | jm 

abs. (lu— Ujjcrj, Innen- abs. (ug'— u/) 5= TjU, | Innen- 

260 ) abs. (U3-U2) ^ Ti Z, raume a|js_ (lu'-UoJ) < r, X\ raume 

abs. fu 4 -U 3 )<riZ 2, 1 abs. fu 4 '— U 3 ') < J;r', 

{ Wo, I W , 

WO den absolut gröfsten Wert von und X einen echten 
Bruch vorstellt. 

In dem Innenraume von 0)3 sind die Funktionen u und 
u' identisch, da nach der zweiten Formel 258): 

u — u' == 0, an der Fläche 0 ) 3 , 

und nach der Formel 259): 

Li — u' = 0^ an der Fläche w', 

somit nach Zusatz 2 zu II: 

261) 11 == u', im Innenraume von W 3 w'. 

Es zeigt sich somit, dass die stetige, allgemeine Potential- 
funktion des Innenraumes von Wj, die an der Fläche Wj die 
Randwerte annimmt, in dem Innenraume von W 3 durch die 
Reihe : 

11 = Uj. + (U2 — Ul) + (U3 ~ U2) , 

im Imienraume von w' durch die Reihe: 

u' = u/ 4- (112' — 11/) + (U3' — Uä') -I 

dargestellt wird. 

§ 

(Vierter Ms sechster Typus.) 

Genau analoge Methoden, wie sie durch die Untersuchungen 
in § 1 bis § 3 zur Konstruktion von allgemeinen Potentialfiink- 
tionen eines Iiinenraiimes abgeleitet wurden, lassen sich auch 
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zur Konstruktion von allgemeinen Potentialfunktionen eines Aufsen- 
raumes benützen; es gelten die folgenden Sätze:*) 

Xd) Wir können bei den Bezeichnungen des Satzes 
Xa) mit Hilfe der Neumannschen Methode und einer 
Schwarzschen Operation auch die stetige, allgemeine 
Potentialfunktion des Aufsenraumes von Wg «o' kon- 
struieren, die an den Flächen die eindeutigen 

und stetigen Randwerte f annimmt, falls f der folgenden 
Eediniur.g genügt: 

Es existiert eine Funktion F des Aufsenraumes von 
«2 “2*7 welche mit ihren ersten Ableitungen eindeutig 
und stetig ist, endliche zweite Ableitungen hat und an 
den Flächen «o «2' die Randwerte f besitzt; oder der all- 
gemeineren Bedingung: 

Es existiert eine auf mit f übereinstimmende 

eindeutige und stetige Funktion des Flächenkomplexes 
ca {a\ deren erste Ableitungen auf co ca' regulär sind.(^"^) 

Xe) Wir können bei den Voraussetzungen**) des 
Satzes Xd) mit Hilfe der Neumannschen Methode und 
einer Schwarzschen Operation auch die stetige, allge- 
meine Potentialfunktion des Aufsenraumes von Wj ca^' 
konstruieren, die an den Flächen 0)1 co/ die gegebenen 
Randwerte f annimmt. 

Xf) Es sei «1 eine beliebige geschlossene Fläche und 
cd2 irgend eine zweite geschlossene Fläche von solcher 
Beschaffenheit, dass Wj ganz innerhalb (»2 verläuft, und 
es sei uns eine Methode bekannt, stetige, allgemeine 
Potentialfunktionen des von Wj co^ begrenzten Gebietes 
zu konstruieren, welche an der Fläche «1 bestimmte — 
gewissen, hier nicht näher zu diskutierenden Bedin- 
gungen unterworfene — Randwerte fj annehmen, wäh- 
rend ihnen an der Fläche <»2 beliebige Randwerte R zu- 
kommen sollen, die auf (»2 mit ihren ersten Ableitungen 
eindeutig und stetig sind und endliche zweite Ablei- 


) Es ist Beweis von Xd) genau analog dem Beweise von Xa); 

” 77 X e) „ „ ^ „ X b) ; 

■ ” 77 „ )• „ Xc), 

Es sei nur liervorgehoben, dass f auf der Fläche nicht mehr 
dehmert zu sein braucht (resp. die Funktion F nicht im Inuenranme von 07). 
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tiingen haben; es sei ferner 0)' eine geschlossene Fläche, 
welche ganz innerhalb des von ooi begrenzten Gebietes 
verläuft und «i in ihrem Innenraume enthält, und es sei 
uns eine Methode bekannt, stetige, allgemeine Poteiitial- 
funktioiien des Aufsen- 
raumes von m zu konstru- 
ieren, deren Randwerte V 
an der Fläche m mit den 
Werten einer allgemeinen 
Potentialfunktion des von 
6)1 «2 begrenzten Gebietes 
auf fiö' übereinstimmen; wir 
können dann mit Hilfe einer 
Schwarzschen Operation die stetige, allgemeine Poten- 
tialfunktion des Aufsenraumes von konstruieren, 
die an der Fläche die Randwerte f^ annimmt. 



§ 5. 


(Kombination von KugelfiächeiL) 


Wir haben bisher die Schwarzschen Methoden (erster, zweiter, 
vierter, fünfter Typus) zur Konstruktion stetiger, allgemeiner 
Potentialfunktionen des Innen- und Aufsenraumes von Flächen 
benützt, die sich aus zwei Teilen von stetig gekrümmten, ge- 
schlossenen, gegen je einen inneren Punkt konvexen Flächen 
zusammensetzen , unter der Bedingung, dass sich diese beiden 
Teile unter Winkeln 6 schneiden, die den Ungleichungen: 


oder 


0 < 6 < TT, 

n Cb '< 271 , 


in strengem Sinne genügen. 

Für den Fall, dass die zu kombinierenden Flächen Teile von 
Kugelflächen sind, werden sich offenbar die den Randwerten f 
in den Sätzen Xa), Xb), Xd), Xe) auferlegten Bedingungen 
wesentlich verallgemeinern lassen; wir beschränken uns auf die 
Untersuchung des ersten Typus (Xa); die Betrachtung der übrigen 
drei Fälle ist ganz analog. Wir beschäftigen uns also mit der 
folgenden Aufgabe: 



Es seien « und »' 2 wei Xjf.aE"E,±en und f eine Funktion 
der Stelle auf denselben: die beiden Kugelflächen sollen sich in 
einem Kreise unter einem von null verschiedenen Winkel 6 
schneiden, die äufseren Flächenteile mögen wieder w/, die 
inneren oon' heifsen; es handelt sich um die Konstruktion 
wir wolleri die Aufgabe gleich recht allgemein stellen — einer 
allgemeinen Potentialfunktion des Innenraumes von die 

sich aus stetigen und regulären allgemeinen Potentialfunktionen 



additiv zusammensetzt und an den Flächen «j «i' die Randwerte f 
hat; wir werden sehr allgemeine Bedingungen aufstellen, unter 
denen die Konstruktion der gesuchten Funktion mit Hilfe einer 
Schwarzschen Operation möglich ist. 

Wir setzen von f voraus, dass es auf co und «' abteilungs- 
weise eindeutig und stetig ist, dass seine ersten Ableitungen ein- 
deutig und stetig sind, solange man sich in endlicher Entfernung 
von den Trennungskurven der beiden Kugelflächen (in bezug 
auf f) hält, während bei genügender Annäherung an dieselben die 
Relationen; 


8f 


eh 


^J{q) 


erfüllt sind, und es möge f aufserdem für jede der Flächen <a und 
öl' den Bedingungen /*) (oder den allgemeineren Bedingungen /) 
genügen. 


Siehe S. 288 . 
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Versuchen wir jetzt, die Schwarzsche Methode (§ 1) an- 
zuwenden, so können wir zunächst mit Hilfe der Eriveiterung 
des Satzes V (S, 289) die Funktion Uj angeben, es wird sich nun 
darum handeln, zu untersuchen, ob wir die Funktion u/ mit 
Hilfe desselben Satzes angeben können, d. li, ob die Funktion 

f auf ft)/, 

Uj auf 0)2 


sich den Bedingungen unterordnet. Dieselben sind Jedenfalls 
erfüllt, wenn bei genügender Annäherung an den Kreis er auf 
der Fläche 


Q 


d 

dp 


ri 


ft)o 


COS (r^) 


dft) = z/ (ft) 


ist, mit eventueller Ausnahme (^‘^) bei der Annäherung an einzelne 
Punkte auf er, für welche nur 


abs. Q ^^xxi — dft) endl. Konstante 

Wo' 


zu sein braucht. 

Denken wir uns nun wieder die Fläche (vgl. § 1 ), welche 
die Randkurve o* hat, im Innenraum von w^^ W2 verläuft und 
0)2 in der Randkurve er, aufser der sie keinen Punkt mit oi^ W2 
keinen Punkt gemein hat, unter von null verschiedenen Winkeln 
schneidet, so gilt wieder für einen Punkt (§o^oQ Fläche W2 
(an der Aufsenseite in bezug auf den Innenraum von o)^ w{) die 
Formel : 


0Ui 


pui cos(r>/o) 1 8 r cos (r»/) 

47t J dv J ^ 

CO2 "1“ ft)^ “4~ 


dft), 


wenn Vq die in den Innenraum von w^ hineingehende Normale 
von «2' (?o^oQ vorstellt. Nach Vlllb) des I. Teiles und Er- 
weiterung dieses Satzes in Anm. (^^) wird somit bei genügend 
kleiner kürzester Entfernung q von er 





cos(rv) , 
^ dft) 

r- 
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den obigen Bedingungen genügen, wenn selbst auf «2' und 

die Bedingungen erfüllt, dass bei genügender Annäherung an den 
Kreis a auf der Fläche 

ist, mit eventueller Ausnahme {°^) bei der Armähorung an einzelne 
Punkte auf er, für welche nur 

0U 

abs. Q < encll. Konstante 

zu sein braucht. 

Das folgt aber nach Zusatz 2 zu Villa) des I. Teiles resp. 
Zusatz 3 zu Villa) in Anm. (^®), falls die Trennungskurven der 
Fläche Cd, in denen f springt, keinen Punkt mit c gemeinsam 

haben oder Jedenfalls nur vereinzelte Punkte; es würden die 

obigen Bedingungen nicht mehr erfüllt sein, falls eine jener 
Trennungskurven mit dem Kreise er ein endliches Stück gemein 
hätten. Ist letzteres aber nicht der Fall, so ist die Funktion Uj' 
konstruierbar, in analoger Weise fortgehend auch u^, u^', ... 
Der übrige Teil des Beweises von Xa) ist ohne weiteres auf 
unseren Fall übertragbar, es ist nur zu bemerken, dass die 
Funktionen 

«3 — «2 1 U4 — U3 , . . . 

U/ — Ul', Ug' - U/, . . . 

nicht blofs reguläre, sondern auch stetige allgemeine Potential- 
funktionen des Innenraumes von w resp. a' sein werden, so dass 
sich die Funktionen: 

“ ^ ~ + (>^3 — Ug) -I , in dem Innenraume von «, 

^ ~ ^*^2 — Ul )+ (ug'— Ug') -!-•••, in dem Innenraume von «' 

aus Je einer regulären und einer stetigen allgemeinen Potential- 
fonktion zusammensetzen und somit wegen der Gleichheit ihrer 
erte an den Flächen Wg und in dem Innenraume von co., Wo' 
identisch sein müssen. “ " 

Wir erhalten so den 

Zusatz zu Xa). Sind und a>^' Teile zweier Kugeln 
« und M, deren Innenwinkel 6 der Ungleichung: 

TT < 6 < 271 
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in strengem Sinne genügt; ist ferner f eine abteilungs- 
weise eindeutige und stetige Funktion der Stelle auf 
*) und ®', deren erste Ableitungen in endlicher Ent- 
fernung von den Trennungskurven der Flächen mm' fin 
bezug auf f) eindeutig und stetig sind, während bei 
genügender Annäherung an dieselben die Relationen: 

erfüllt sind; genügt endlich die Funktion f auf m und«' 
den Bedingungen /) (oder den allgemeineren Bedin- 
gungen so kann man mit Hilfe einer Scliwarzschen 
Operation die sich aus einer regulären und einer stetigen 
allgemeinen Potentialfunktion zusammensetzende all- 
gemeine Potentialfunktion des Innenraumes von «j 
konstruieren, welche an den Flächen die Rand- 

werte f besitzt, wenn die Trennungskurven von « und 

in denen f springt, entweder keinen Punkt mit dem 
Kreise <j gemeinsam haben, in dem sich die Kugelflächen 
« schneiden, oder wenn sie diesen Kreis o* in einzelnen 
Punkten unter von null verschiedenen^) Winkeln 
schneiden. 

Wir können offenbar einen solchen Zusatz auch den Sätzen 
Xb), Xd), Xe) beifügen; wir sprechen hier nur den Zusatz zu 
Xe) auSj der für äufsere Probleme dasselbe leistet, wie der Zusatz 
zu Xa) für innere Probleme. 

Zusatz zu Xe). Man kann bei den Voraussetzungen 
des Zusatzes zu Xa) auch mit Hilfe einer Schwarzschen 
Operation die sich aus einer regulären und einer 
stetigen, allgemeinen P otential funkt ion zusammeii- 
setzende allgemeine Potentialfunktion des Aufsen- 
raiimes von konstruieren, welche an den Flächen 

£ö/ die Randwerte f besitzt. 

Es seien nun und «/ zwei beliebige geschlossene Flächen 
von solcher Beschaffenheit, dass Wi ganz innerhalb liege, 
es sei ferner «2 eine dritte geschlossene Fläche, die ganz inner- 


*) Diese Voraussetzung wird durck die Anwendung der Sätze des 
I. Teiles stiilscliweigend eingeführt- 
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haib (üi verläuft und f' irgend eine allgemeine Potentialfunktion 
des von Mj begrenzten Gebietes. 

Es seien weiter (RJ (Ro) zwei innerhalb Wj gelegenen 
Kugelfläciienj die sich in dem Kreise a unter einem von null 
verschiedenen Winkel schneiden und von der Fläche u)( in solcher 
Weise geschnitten werden, dass die Schnittkurven mit dem Kreise a 
nur einzelne Punkte gemein haben und in diesen mit ihr unter 
von null verschiedenen Winkeln Zusammentreffen. Die äufseren 
im Aufsenraume von tf>( gelegenen Teile von (Ri) und (R,) be- 
zeichnen ir mit Al und Ao, die äufseren, im Innenraume von 



Fig. 70. 


«i ^megenen leile von (R,) und (Rj) mit Bj und B.,; wir können 
nach Zusatz zu Xa) die sich aus einer regulären und einer 
engen, a,. gemeinen Potentialfunktion zusammensetzende, all- 
gemeine Potentialfunktion des Innenrauraes von 

AiAa BoB| 

konstruieren, die an den Flächen Aj, A3 die Randwerte f an 
Tont’' 'T ™ 'nnenrstime 

endlicL 

/ wu^ciriacnen (l»ij (H,) . . . (R,^), die sich in einer durch 
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die Figur 71 angedeuteten Weise aneinaiiderschliefsen und den 
äiifseren Kranz , ßfn, den inneren Kranz ß.y , . . ßn bilden, 

mit Hilfe einer endÜchen Anzahl Schwarzseher Operationen zur 
Lösung des folgenden Problemes: 

Die stetige, allgemeine Potentialfunktion des Inneiiraiimes von 
«2 . . . und ßi ß2 . . . ßn zu konstruieren, die an den Flächen 
«2 . . . «11 die Randwerte f an den Flächen ßi ß.2 . > . ßn die 
Randwerte F hat. Wir gelangen schliefslich mit Hilfe einer end- 
lichen Anzahl von (in der Figur schwach markierten) Kugeln (Rj), von 
denen je zwei untereinander und mit den Kugeln (Rj) (R2) . . . (Rn) 



zusammen den Bedingungen des Zusatzes zu Xa) genügen, auch 
mit Hilfe einer endlichen Anzahl Schwarzseher Operationen zur 
Lösung des folgenden Problemes: 

Die stetige^ allgemeine Potentialfunktion des Innenramiies von 
«1 «2 ... «n zu konstruieren, die an den Flächen «j «2 • • * die Rand- 
werte f hat; wir können somit den folgenden Satz aussprechen: 

XIa) Ist irgend eine geschlossene Fläche, «2 
irgend eine zweite geschlossene Fläche; die ganz inner- 
halb verläuft, und f irgend eine allgemeine Potential- 
fimktion des Innenraumes von so können wir stets 

eine geschlossene, aus einer endlichen Anzahl von Kugel- 
kalotten «1 «2 bestehende Fläche konstruieren; die 
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ganz innerhalb des von oo^ und «2 begrenzten Raumes 
und wir können die stetige, allgemeine Potential- 
funktion des Iiinenraumes von a.2 . . . die an den 
Flächen ... die Randwerte f' hat, mitFIilfe einer 
endlichen Anzahl von Schwarzsclien Operationen kon- 
struieren. 



Fig. 72. 


In vollkommen analoger'*') Weise ergiebt sich der Satz: 

Xlb) Wir können bei den Voraussetzungen des 
Satzes XIa) gleichfalls mit Hilfe einer endlichen Anzahl 
Schwarzseher Operationen die stetige, allgemeine Po- 
tentialfunktion des Aiifsenraumes von «2 . . . kon- 
struieren, die an den Flächen ... «n die Rand- 

werte f hat. 


§ 6 - 

(KoiuMnatiOH von Kngeiflächen und stetig gekräminten, ge- 
scMossenen , gegen je einen inneren Funkt konvexen Flächen.)' 

Gehen wir den Beweis des Zusatzes zu Xa) noch einmal 
unter der Voraussetzung durch, dass nicht beide Flächen m und m' 


■^) Nur genügen hier zum Bewmse bereits die Kombinationen (Ri). 
(Eg) ... (RJ; maii braucht hier die (Rj) nicht. 
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Kiigelfläclien sind, sondern nur die Fläche cd\ während die Fläche m 
nur eine stetig gekrümmte, geschlossene, gegen einen inneren Punkt 
konvexe Fläche ist, so sehen wir, dass alle Schlüsse in Gültigkeit 
bleiben, wenn für die Funktion f auf der Fläche m noch die Be» 
dingung hinzukommt, dass ihre ersten ^Ableitungen in endlichen 
Entfernungen von den Trenniingskurven auf w regulär sind» 
Dieselben Erweiterungen lassen auch natürlich Typus 2, 4, 5 
der Schwarzschen Methode zu, und während wir bisher haupt- 



sächlich von Typus 1 und 5 Anwendung gemacht haben, kommt 
es uns nun hier auf die Erweiterung von Typus 2 und 4 wesentlich 
an, und wir können die beiden folgenden Sätze aussprechen: 

Zusatz zu Xb). Ist co eine stetig gekrümmte, ge- 
schlossene, gegen einen inneren Punkt konvexe Fläche 
und eine Kugelkalotte, die mit cög Winkel Ö ein- 
schliefst, welche der Ungleichung: 

0 < 6 < TT 

in strengem Sinne genügen; ist ferner f eine abteilungs- 
weise stetige Funktion auf m und deren erste Ab- 
leitungen in endlichen Entfernungen von den Trennungs- 
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kurven der Flächen (o o)./ (in bezug auf f) auf der Kugel- 
kalotte «2' eindeutig und stetig, auf der Fläche m 
regulär sind, während bei genügender Annäherung an 
dieselben die Relationen: 



erfüllt sind: genügt endlich die Funktion f auf m und 
den Bedingungen /) (oder den allgemeineren Bedin- 
gungen /), so kann man mit Hilfe der Neumannsclien 
Methode und einer Schwarzschen Operation die sich 
aus einer regulären und einer stetigen Potentialfunktion 
zusammen setz ende allgem eine Pot ent ial funkt ion des 
Innenraumes von «2 ^2 konstruieren, welche an den 
Flächen die Randwerte f annimmt, wenn die 

Trennungskurven von « Wg', in denen f springt, entweder 
keinen Punkt mit der Schnittkurve a von w und m' ge- 
meinsam haben, oder wenn sie diese Schiiittkurve in 
einzelnen Punkten unter von null verschiedenen Winkeln 
schneiden. 

Zusatz zu Xd). Man kann bei den Voraussetzungen 
des Zusatzes zu Xb) auch mit Hilfe der Neumannschen 
Methode und einer Schwarzschen Operation die sich 
aus einer stetigen und einer regulären, allgemeinen 
Potentialfunktion zusammensetzende allgemeine Poten- 
tialfiinktion des Aufsenraumes von konstruieren, 

welche an den Flächen C02 Wg' die Randwerte f annimmt. 


3. Kapitel. 

Lösung des inmereii Problemes. 

Es sei m eine beliebige geschlossene Fläche, ml eine beliebige 
zweile geschlossene Fläche, die ganz innerhalb von m verläuft, 
der Fläche m aber beliebig nahe sein kann. Es sei ferner F eine 
Funktion der Stelle in dem von m m( begrenzten Raume, die mit 
ihren ersten Ableitungen eindeutig* und stetig ist und endliche 
zweite Ableitungen hat; ihre Randwerte an der Fläche m seien 



mit f bezeichnet; wir w'erden zeigen, dass wir mit Hilfe der 
Neurnannsclien Methode und einer endlichen Anzahl Schwarzseher 
Operationen die stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innen- 
raumes von m konstruieren können, welche an der Fläche m die 
Piandwerte f-liat. 

Wir können eine endliche Anzahl von Kugelfläclien (Ri) 
(Ro) * . , (Rn) konstruieren, welche die Fläche « in den Kurven 
«Ti cr.2 , . . cTii unter Winkeln 6 schneiden, die der Üngleichiing 

0 •< 6 < TT 

in strengem Sinne genügen, und die Kugelfläclien (RJ (Pu) . * . (Rr)^ 
welche sich in der in der Figur angedeuteten Weise an einander 



schliefsen und von null verschiedene Winkel mit einander 
bilden, sollen auch von der Fläche &){ unter von null ver- 
schiedenen Winkeln geschnitten werden. . Schliefslich sollen die 
von cTi . (Ta begrenzten Teile . . . i^a von m gegen je 

einen Punkt Oj O2 , . . Oa konvex*) sein. Diese Konstruktion lässt 
sich stets erreichen^ w^enn man die Fläche .coi der Fläche « ge- 
nügend nahe annimmt. 


d. h. bei unserer früheren Definition (S. 235), dass sich irgend ein 
Punkt 0| resp. O 2 ... im Kaume finden lässt, durch den sich keine Tangeiitiah 
ebene zu dem betreffenden Plächenstück legen lasst. 

Korn, Potentialtiieorie, 


21 



Wir greifen den von und (Pij) [dem im Iniienraume von 
65 ::.el':eenen Teile der Kugelfläche (Ri)] begrenzten Raum heraus 
und bezeichnen die Kurve, in der die Kiigelfläche (Ri) die Fläche 
schneidet, mit ö“/. 

Wir können nach Zusatz zu Xb) mit Hilfe der Neumann- 
sehen Methode und einer Schwarzschen Operation, die sich aus 
einer stetigen und einer regulären, allgemeinen Potentlalfimktion 
ziisammensetzende, allgemeine Potential funktion dieses Raumes 
konstruieren, welche an der Fläche i^i und dem von und a/ 
begrenzten Teile der Kugelfläche (Rj) die Randwerte F und an 





dem von a/ begrenzten Teile der Kugelfläche (R|) die Werte 
hat, wo f 2 eine beliebige Funktion der Stelle sein soll, die in 
dem Innenraume von coi mit ihren ersten Ableitungen eindeutig 
und stetig ist und endliche zweite Ableitungen hat. 

Wir gehen nun zu einer Kombination zweier Räume von der 
betrachteten Form über, etwa der Kombination des von und 
(Ri) begrenzten Raumes mit dem von f22 und (Rg) begrenzten 
Raume, nur wollen wir, um Übereinstimmung mit dem Typus 1 
der Schwarzschen Methode herbeizuführen, die folgenden Bezeich- 
nungen wählen: 

Wir bezeichnen 

mit »1 die Fläche und den aufserlialb des zweiten Rau- 
mes gelegenen Teil der Kiigelkalotte (Rx), 
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mit die Fläche /i 2 den anfserhalb des ersten Raumes 
seb-enm Teil der (R,), 

mit «2 den innerhalb des zweiten Raumes gelegene:: Teil 
der Kugelkalotte (RR, 

mit mc/ den innerhalb des ersten Raumes gelegenen Teil der 
Kugelkalotte (R 2 ). 

Wir können mit Hilfe des Typus 1 der Schwarzschen Methode 
die sich aus einer stetigen und einer regulären, allgemeinen 
Potentialfunktion zusammensetzende, allgemeine Potentialfunktion 
des von und 00 ^' begrenzten Raumes konstruieren, welche an 
den aufserhalb ooi gelegenen Teilen von und 0 ?/ die Rand- 



werte F, an den innerhalb coi gelegenen Teilen von coi und ooi 
die Randwerte fs hat. 

Um zu beweisen, dass uns die in § 1 anseinandergesetzte 
Methode (Typus 1) zur Lösung dieser Aufgabe führt, wäre, wie 
es auf den ersten Blick scheint, der Nachweis notwendig, dass 
man eine sich aus einer stetigen und einer regulären, allgemeinen 
Potentialfunktion zusammensetzende allgemeine Potentialfuoktion 
des von begrenzten Raumes konstruieren kann, die an der 

Fläche «I die Randwerte null, an der Fläche oo^ die Randwerte 1 
hat. Diese Möglichkeit ist nun durch den Zusatz zu Xb) nicht 
gegeben, da die Kurve, in der die Randwerte springen, mit der 
Kurve ein endliches Stück gemein hat. Man kann nichtsdesto- 
weniger die Giltigkeit der Schwarzschen Methode (Typus 1) in 
diesem Falle bereits aus der aus Zusatz zu Xb) folgenden Existenz 
der sich aus einer stetigen und einer regulären, allgemeinen 

21 = 5 = 



Poienfialfunkiion zosammeiisetzenden al’geiaeini;:: Potentialfunk- 
tion des Innenraumes von ableiten, welche an dem im 

Aufsenraume von liegenden Teile der Grenzfläche die 

Werte null, an dem im Innenraume von liegenden Teile 

der Grenzfläche die Werte 1 hat. Es folgt aus der Existenz 
dieser Funktion wieder, analog dem Beweise des Satzes IX. a) (resp. 
seiner Verallgemeinerung S. 299), dass irgend eine sich aus einer 
stetigen und einer regulären, allgemeinen Potentialfiinktion zu- 
sammensetzende allgemeine Potentialfunktion U des Innenraumes 
von «o, die an die Werte null, an «2 die absolut gröfsten 
Werte r besitzt, auf co./ Werte hat, die der Ungleichung: 

u ^ A . r 

entsprechen, wo / einen lediglich von der Gestalt der Flächen 
«I Wo ^2 abhängenden echten Bruch vorstellt. Das blieb aber 
lediglich zur Anwendung der Schwarzschen Methode (Typus 1) 
zu beweisen. 

Wie wir nun die Innenräume von i^i(Ri) und *^^ 2 (^ 2 ) kom- 
biniert haben, können wir alle Innenräume: 

0,(Rl), A.(Rn) 



successive mit einander kombinieren, und wir gelangen so zu 
der Lösung der folgenden Aufgabe: 

Die stetige, allgemeine Potentialfunktion des von m 
und den Kugelkalotten (Rj) (Rg) ... (Rn) begrenzten Raumes 



zu konstruier eil, welche an der Fläche « die Randwerte 
f hat, während ihre Randwerte fo an der aus den Kiigel- 
kalotten (R^) (Ro) . . . (Rn) bestehenden Fläche (die ganz, 
i nn erhalb «h liegt) Werte einer beliebig gewählten Funk- 
tion der Steile auf sind, die mit ihren ersten Ab- 
leitungen eindeutig und stetig ist und endliche zweite 
Ableitungen hat, 

mit Hilfe der Neiimannschen Methode und einer 
endlichen Anzahl Schwarzseher Operationen. 

Es ist leicht zu übersehen, dass wir die Bedingungen, welche wir 
den Randwerten f an der Fläche w vorgeschrieben haben, folgendermafsen 
erweitern können : 

Wir kennen eine Funktion F der Stelle in dem von lo und w/ be- 
grenzten Raume, deren Randwerte f an der Fläche w eindeutig und stetig 
sind und reguläre erste Ableitungen haben, während die ersten Ableitungen 
von F in endlicher Entfernung von (o eindeutig und stetig sind und bei 
genügender Annäherung^ w die Relationen: 

erfüllen, wo h eine beliebige Richtung vorstellt, und es soll schliefslich 
das über irgend eine in dem von a> und begrenzten Raume konstruierte 
geschlossene Fläche zu erstreckende Integral: 

jV de« 

CI 

an der Fläche Sl eindeutige und stetige normale Ableitungen haben. 


Wir können nach XI a) eine ganz innerhalb des von « und 
«2 begrenzten Raumes verlaufende, aus KugeJkalotten bestehende, 
geschlossene Fläche m' konstruieren und mittelst einer endlichen 
Anzahl Schwarzseher Operationen die stetige, allgemeine Potential» 
funktion des Innenraumes von m' bestimmen, deren Randwerte 
an der Fläche oo' mit den Werten irgend einer allgemeinen 
Potentialfiinktion des von m und (jo.2 begrenzten Raumes auf der 
Fläche m' übereinstimmen. 

*) Auf einer Fläche, die w unter von null verschiedenen Winkeln 
schneidet. 





Innenraumes von m konstruieren, welche an der Fläche 
« die gegebenen Flandwerte f besitzt, wenn man eine 
mit ihren ersten Ableitungen eindeutige und stetige 
und mit ihren zweiten Ableitungen endliche Funktion F 
des Innen raum es von 0) cö/ kennt w- eiche an der Fläche m 
die Randwerte f besitzt. 

Da alle Schlüsse unserer Untersuchung in Gültigkeit bleiben, wenn 
die Funktion f die allgemeineren in § 1 klein gedruckten Bedingungen 
erftillt, so können wir Xlla) folgendermafsen erweitern : 

XTIb) Ist w eine stetig gekrümmte, gescliioss ene Fläche, 
w-' eine beliebige, ganz innerhalb von w verlaufende und w be- 
liebig nahe gelegene, geschlossene Fläche, so kann man mit 
Hilfe der Neumannschen Methode und einer endliclieii Anzahl 
Schwarzseher Operationen die stetige, allgemeine Potential- 
funktion des Innenraumes von u) konstruieren, welche an der 
Fläche 0) die gegebenen Eandwerte f besitzt, wenn man eine 
Funktion F des Innenraumes von o) (o^ kennt, die folgenden Be- 
dingungen genügt: 

F soll in d ein Innenraiim von w eindeutig und stetig sein 
und an der Fläche co die Randwerte f haben, deren erste Ab- 
leitungen auf (0 regulär sind; die ersten Ableitungen von F 
sollen ferner in endlicher Entfernung von cd eindeutig und 
stetig sein und bei genügender Annäherung'"') an die Fläche cd 
den Relationen: 


9 


0 h 


= ^(e) 


genügen, wo li eine beliebige Richtung bezeichnet, und es soll 
schliefslich das über eine beliebig in dem Innenraum von co 
konstruierte, geschlossene Oberfläche Sl zu erstreckende 
Integral: 

Sl 




cos(rr) ^ 
F — 


an der Fläche H eindeutige und stetige normale Ableitungen 

li aben. 

Die Bedingungen von XII b) sind im besonderen erfüllt, wenn F eine 
Potentialfunktion des von o und cu/ begrenzten Raumes ist, deren Rand- 
werte an der Fläche o reguläre erste Ableitungen haben; ist nämlich in 
diesem Falle Sl irgend eine geschlossene Fläche in dem Innenraume von 
CD 0^% SO ist für irgend einen an der Innenseite von Sl gelegenen Punkt (Io % Io) • 


0^0 


1 r 0F + 1 0 d,, 

471 I Ol' Y" 4:71 opQ I r*" 

e-’ F 

Sl Sl 


*) Auf einer Fläche, weiche co unter von null verschiedenen Winkeln 
schneidet. 



wenn i' die innere Normale von dw, die innere Normale von i2 in (lo%Co) 
vorstellt, es ist somit wegen der Stetigkeit von -- resp. --- auch: 

9*0 J 

CI 

an der Fläche Sl stets eindeutig und stetig, und es folgt: 

XII c) Ist w eine stetig gekrümmte, geschlossene Fläche, w/ eine 
beliebige, ganz innerhalb von w verlaufende und (o beliebig nahe ge- 
legene, geschlossene Fläche, so kann man mit Hilfe der hTeumannsehen 
Methode und einer endlichen Anzahl Schwarzseher Operationen die 
stetige, allgemeine Potentialfunktion des Innenraumes von co kon- 
struieren, welche an der Fläche (o die gegebenen Randwerte f besitzt, 
wenn man eine Potentialfunktion F des Innenraumes von w w.' kennt, 
welche an der Fläche m die Randwerte f besitzt, deren erste Ablei- 
tungen auf (0 regulär sind. 


4. Kapitel 

Lösung des äufseren Problemes. 

§ 1. 

Es sei cö eine stetig gekrümmte, geschlossene Fläche, eine 
belieloige geschlossene Fläche von solcher Beschaffenheit, dass w 

ganz innerhalb (»a' verläuft; 
wir können analog den 
Untersuchungen des vo- 
rigen Kapitels zeigen, dass 
wir mitHilfe derNeiiraann- 
schen Methode und einer 
endlichen Anzahl Schwarz- 
seher Operationen die ste- 
tige, allgemeine Potential- 
funktion des Aufsenraumes 
von m konstruieren können, 
welche an der Fläche « 
die gegebenen Randwerte f 
besitzt, wenn die Werte f 
zugleich Randwerte einer 
Funktion F des Innen- 
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raumes von w w^' sind, welche in dem Innenrauine von w die 
in Xlla) [Xllb) oder XIIc)] der Funktion F in dem Innenrauni 
von cö Mi' vorgeschriebenen Bedingungen erfüllen. 

Wir können zunächst analog der Betrachtung in § 1 des 
0. Kapitels die stetige, allgemeine Potential funktion des von ta und 
einer aus lauter Kugelkalotten bestehenden, im Aufsenraume von 
Ma' verlaufenden Fläche m^ konstruieren, welche an der Fläche » 
die Randwerte f, an der Fläche Wg die Werte einer Funktion fj hat, 
welche aufserhalb Ma' mit ihren ersten Ableitungen eindeutig und 
stetig ist und endliche zweite Ableitungen hat. 

§ 2 . 

Wir können nach XI b) weiter eine ganz innerhalb des von 
M und Mo begrenzten Raumes verlaufende, aus Kugelkalotten be- 



stehende, geschlossene Fläche m' konstruieren und mittelst einer 
endlichen Anzahl Schwarzseher Operationen die stetige, allgemeine 
Potentialfunktion des Aufsenraumes von m' bestimmen, deren 
Randwerte an der Fläche m' mit den Werten irgend einer all- 



gemeinen Potenüalfunktion des von w und m., begrenzten Raumes 
auf der Fläche ca' übereinstimmen. 

Infolge dieser Übc-rlegur.g und des Resultates des vorigen 
Paragraphen ergiebt sich, dass alle Voraussetzungen des Satzes Xf) 
(Typus 6 der Schwarzsclien Methoden) erfüllt sind, und wir ge- 
langen zu dem Endresullat; 

Xllla) Ist ca eine stetig gekrümmte, geschlossene 
Fläche, ca^' eine beliebige, ca beliebig nahe gelegene 
geschlossene Fläche von solcher Beschaffenheit, dass 
ca ganz innerhalb von Wa' verläuft, so kann man mit 
Hilfe der Neumanschen Methode und einer endlichen An- 



zahl SchAvarzscher Operationen die stetige, allgemeine 
Potentialfunktion des Aufsenraumes von to konstruieren, 
Avelche an der Fläche ca die gegebenen Randwerte, f 
besitzt, ^ wenn man eine mit ihren ersten Ableitungen 
eindeutige und stetige und mit ihren zweiten Ableitungen 
endliche Funktion F des Innenraumes von ca ca^' kennt, 
w elche an der Fläche ca die Randwerte f besitzt. 

, stetig gekrümmte, goselilossone IPäche, 

beliebige, o, beliebig nahe gelegene, geschlo.ssene 
ß®®fhaffenheit, dass w ganz innerhalb (ü ' 

vei ait ! 3° kann man mit Hilfe der Neumaunschon Methode und 

einer endliclien Anzahl Schwarzseher Operationen die stetige, 
allgemeine Potentialfunktion des Aufsenraumes von a> kon- 
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struieren, welche an der Fläche w die gegebenen Eandwerte f 
besitzt, wenn man eine Funktion F des Innenraumes von ca m ' 
kennt, die folgenden Bedingungen genügt: 

F soll in dem Innenraume von (o ca^' eindeutig und stetig 
sein und an der Fläche co die Bandwerte f haben, deren erste 
Ableitungen auf w regulär sind; die ersten Ableitungen von F 
sollen in endlicher Entfernung von ca eindeutig und stetig sein 
und bei genügender Annäherung=^=) an die Fläche ca den Rela- 
tionen: 




0h 




genügen, wo h eine beliebige Richtung bezeichnet, und es soll 
schliefslich das über eine beliebig in dem Innen raume von w 
konstruierte, geschlossene Oberfläche S1 zu erstreckende In- 
tegral: 

J 1- 

S2 

an der Obe r fl ä che eindeutige und stetige normale Ableitungen 
Iiab en. 

XIII c) Ist CO eine stetig gekrümmte, geschlossene Fläche, 
eine beliebige, w beliebig nahe gelegene, geschlossene Fläche von 
solcher Beschaffenheit, dass ru ganz innerhalb verläuft, so kann 
man mit Hilfe der liTeumamischen Methode und einer endlichen An- 
zahl Schwarzseher Operationen die stetige, allgemeine Potentialfunktion 
des Aufsenraumes von w konstruieren, welche an der Fläche w die ge- 
gebenen Randwerte f besitzt, wenn man eine Potentialfunktion F des 
Innenraumes von co oj^' kennt welche an der Fläche co die Randwerte f 
besitzt, deren erste Ableitungen auf co regulär sind. 


Es ist leicht, die Sätze XII und XIII auf beliebige, geschlossene 
Flächen « und auf den Fall auszudehnen, dass die Randwerte f auf 
m nur abteilungsweise eindeutig und stetig sind, doch würde dies 
bereits den Rahmen der in der theoretischen Physik vorkommenden 
Aufgaben überschreiten. 


Auf einer Fläche, welche co unter von null verschiedenen Winkeln 
schneidet 



V. Teil. 

Theorie der 

(Fortsetzung.) 


I. Abschnitt. 

Lösung elektrostatischer ProLlsiic. 


1. Kapitel. 

Die Grenzfläche « ist gegen einen inneren Punkt 

konvex. 

§ 1 - 

Wir beschäftigen uns von nun an wieder, wie im III. Teile, 
lediglich mit stetig gekrümmten, geschlossenen Flächen a> und 
machen zunächst die Voraussetzung, dass die Fläche « gegen 
einen inneren Punkt konvex ist. 

Wir suchen die Potentialfunktion des Innen- resp. Aufsen- 
laumes der Fläche w, welche an der Fläche w die gegebenen 
Randwerte f besitzt, und wir wollen zeigen, dass wir diese 
Potentialfunktionon mit Hilfe der Neumannsclien Methode kon- 
struieren können, falls f auf m mit seinen ersten Ableitungen 
eindeutig und stetig ist und endliche zweite Ableitungen hat. 

Wir können nach dem Zusatz 2 zu VIII des IV. Teiles in 
diesem Falle die stetigen, allgemeinen Potentialfunktionen des 
Innen- resp. Aufsenraumes, welche an der Fläche « die Werte f 
haben, mit Hilfe der Neumannsclien Methode konstruieren; wir 
Vierden nun zeigen, dass bei den gemachten Voraussetzungen 



diese Fniiktionen auch Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsen- 
raumes sind, dass also auch die ersten AbLeitungen derselben bei 
unendlicher Annäherung an die Fläche m stetig bleiben. 


§ 2. 

Wir nehmen wieder die Bezeichnungen S. 248 ff, auf und 
setzen: 


1 ) 


5o = 0, 


'2Tr 

c 

1 


r- ^ 


i = + A i a + '-Al“ (j = 2, 3 . . .) ; 


f Wja==2Bj4.i-h SSj, im Aufsenraume, (j = 0, 1, 2 . . .) 

\ Wji =S[Sj + i — 2Bj, im Innenrauine, (j==0, 1, 2 . . .) 

dann stellen nach den Untersuchungen des IV. Teiles Abschnitt IV 
die Funktionen: 

üa = -^2jWja, im Aufsenraume, 

3) 

^ ^ CC' 

Ui = (— + ^ Wji, im Irinenraume, 

die stetigen, allgemeinen Potentialfunktionen des Aufsen- resp. 
Innenraunies dar, welche an der Fläche oo die Randwerte f-i~C 
resp. 'f. haben. 

Wir werden zunächst zeigen, dass die normalen Ableitungen 
von üa resp. Ui an der Fläche co eindeutig und stetig sind(*^), 
und wir werden uns bei diesem Be’weise im wesentlichen auf die 
Formeln 116) S. 252: 



' Wj,= 

sj 

'm 

dv 

äo) 
r ’ 

im Aufsenraume, 

(j= 

1 , 2. 


4) 


m 







Wji = 

271 J 

OP 

äco 

im Innenraume, 

(j= 

1 , 2 . 



m 


m — 


auf das gleichfalls im IV. Teile erhaltene Resultat, dass die SB- 
im Innen- und Aufsenraum in der durch die Formel: 


5) abs. 2Bj < J • Ai, 


lÄ endliche Konstante, 
\A echter Bruch 


gegebenen Weise mit wachsendem j zu null konvergieren, und 
schlierslich auf die Sätze 1 bis 5 in Anm. (^■*) stützen. 


§ 3. 

Es sei (lö^o^o) irgend ein Punkt der Fläche «, seine innere 
Normale, dann ist:*) 

I , öfcosfrzB , 

‘ 2 ;r J ( 0 | T-W'" + ^ d« 


r öf cos(rv) 


oder:*^'"^} 


271 J cv^ 




cl«, 


0f 


/ V Öt \ Ö / 

Cö 

+ „4 ( cos K) 1)1 — - ^ r d» 

öfc \ 8C/J r 2nr J dy^ r^ 


0) 


Jsach Satz 1 und 4b in Anm, ist daher — — bei unseren 

IT X 

oraussetzungen an der Fläche <0 regulär, es besteht a,lso für 
zwei Punkte (Ji^iTi) und (? 2 ^ 2 t 2 )? deren Entfernung genügend 
Mein ist, eine Relation von der Form: 


61 ) abs. 


■ 82B, 


82231 } ' 

dp 

2 1 

8^ IJ 


< Ao ri2^““^S A < 1 


wo Aq eine endliche Konstante vorstellt; wir notieren auch die 
Endlichkeit von durch eine besondere Formel: 


''■) Vgl. Formel 59) S. 46. 

"•'=•) \'gL Formel 54) S.,42 resp. die Untersuchung S. 198, 199. 



wo Al eine enclliclie Konstante vorstellt. 
Es folgt nun aus 4) für j==l: 


0Wi 

crn 


2n '■ dp 
0} 


' CP r- 


somit, da nach 2^ 


8-\Vi _ 1 


COS (tPq 

Sj-'q 27C 

^ dy 

(O 

J.2 

2 ): 





.9 

OJ/q 

<5»'0 

0^0 


■ d«| , 


ist: 


dB, 

dp. 


2tv i ^ dp 

I CO 


I02B1 cos(r 


(r»'o) 


äco 


(?ü "^0 O 


wenn wir durch | andeuten, dass der Wert des Integrales 

rechts auf der Fläche selbst zu nehmen ist. 

Aus der letzten Gleichung folgt mit Hilfe des Satzes 2a in 
Anm.(-^): 


62) abs. 


■ esBä i ■ 

CO 

1 01/ 2 

dp !lj 


C**) * AiTis^“*^', < 1) 


und analog Zusatz zu IVa) des I. Teiles (S. 72): 

72 ) abs < Ag ^ c**)Ai, 


wo c eine lediglich von der Gestalt der Fläche w abhängende- 
endliche Konstante vorstellt. . 4 , 


AA== abs. Max. 

Wir haben in 62) und l^) statt c zunächst zwei andere von einander 
verschiedene, endliche Konstante zu denken und bezeichnen mit c die 
gröfsere derselben. 
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In analoger Weise fortgeliend ergiebt uns die Formel 
<J = 2, 3...): 


8) 




2?r 


cos(rvo) 


^ dif 
ca 


d« 




die Relationen (j = 1, 2 . . .) : 
6) ab; 


■ 

|S2Sj 


_ Sv ja 

i dv 



’ Ai — 1 Ra' ^5 1 ) 


asBj 


7) abs. -^c Aj*)<ScA|_i, 


wenn wir noch mit X die gröfsere der Gröfsen X^ und X’ bezeichnen. 


4. 


Wir denken uns auf der Normalen j/ß in (lo^oCo) einen Punkt 
{%'i^) in der Entfernung r von (?o%to)) dann ist identisch: 


9) 



l?i%l 

r 



0WjA 

^^0 i 


“1 

8j/ß 

(? VC) 

0^1 


Wir verstehen dabei unter -^-4* , wenn wir diesen Ausdruck 

■ohne weiteren Zusatz gebrauchen, den Wert der normalen Ab- 
leitung von Wji an der inneren Seite der Fläche oa. 

In dem ersten Summanden rechts setzen wir für Wü den 
Wert: ' ^ 


Wji=S 


‘5j + li 




’JI 


1 ffSBja-h SBji) cos(r>/) , 

— j- 

0 } 

J_ f (ilBj-i.a -4- co s(r>^) 

4;rJ r2 “ 

Ö) 


dft), (j = 2,3...), 


.(für j - 1 ist in dem zweiten Integrale (- 2 f) statt (aBj_ia 4- 2Sj-ii) 

zu setzen), dann folgt aus dem Hilfssatz ln Anm, bei genügend 
kleinem r: v / s n 


Aj = abs. Max. — ^ . 

dv 



— 3oT — 


abs. 


: 


4~ [abs. Max. (2Sja + 2Bji) 
+ abs.-^'j Max. ( 




Hl — 1 1, 


i)]i 


wo r eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche abhäiigende 
Konstante ist, oder nach 5): 


abs. 


oWji 




0 k-.'vco 


J = l, 2 ... 


wo eine endliche Konstante, ^ derselbe echte Bruch, wie in 5) ist. 

Der zweite Summand rechts in 9) lässt sich 
schreiben : 

pWji! dWji__rid^Wjii 


0 


dr. 


Nun ist (j = 1, 2 . . .): 


dSSj doo 
dv V ’ 


wobei den Bedingungen 6) und 7) genügt; es folgt daher aus 
Satz 3a in Anni.(^^) bei genügend kleinem r (j = 1, 2 ...): 


abs. 




(r <i), 


kä'Ti'r) 

wo cc eine endliche Konstante vorstellt, somit (j = 1, 2 

löWjij SWji' 


10) abs. 

Li !(fr/C) 
und (j = 1, 2 . . 

eWji 


8»'n 


(r <1) 


11) abs. 


8v„ 


>' Aj_i ri-'” + 






wo ce' wiederum eine endliche Konstante vorstellt; r ist dabei eine 
ganz beliebig gewählte Länge, die nur unterhalb einer endlichen 
Grenze zu liegen braucht, und a', A\ sowie die echten Brüche 
2", A sind von j und r ganz unabhängig. 


*) Für j = 2, 3 . . , ; für j = 1 ist statt dessen 2 abs. Max. f zu setzen. 
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Wir setzen: 


9 9 C* 

09 0 

j - 1 

12) r = /;*) 

und; 

13) 

dann folgt aus 11): 

14a) abs. | | ^ (a + b Aj_i) A’\-\ j = i, 2 . . . 

wo a und b endliche Konstanten sind. Es ergiebt sich völlig- 
analog: 

14b) abs. |^^|-<(a + b Äj_i) .//j-i, j = 1, 2 ... 
somit nach Formel 122) S. 254: 

< (a + b Aj_0 A'i-\ j = 1, 2 ... 

oder auch: 

15) Aj < (a + b Aj_i) A'i-\ j = 1, 2 ... 

Die rechte Seite kann dadurch, dass wir Aj_i hinzuaddieren,, 
nur vergröfsert werden, und wir können dann 15) auch so schreiben: 

< (-Aj-i ■*“ (1 + b A'i - 1), 

somit: 

■Äj + 1 < (Ao + Ij (1 + b) (1 + b A') (1 + b . . . (1 + b .^'j-i), 

('1 = 12 V 

Das Produkt: 

16) Q = (l + b)(l4-b^')(l + hA '^) ... (1 + \) A''^-^){l + h A'i ) . . .. 
ist konvergent, da A' cl, und es folgt: 

17) Aj + 1 < I^Ao + Q, j = 1, 2 ... 

*) Wo /ä eine genügend kleine endliche Konstante ist.. 



so dass jedes x4j unter einer bestimmten endlichen Grenze bleibt: 
infolg'edessen ergeben nun die Ungleichungen 14a), 14b) das 
Resultat: 


18] 


abs. 

Iv 

<c • x/'j-h 

abs. 

i 'bv 

< C • “‘1 

1 

abs. 

1 ^ 
i bv 

< C • 


wo c eine endliche Konstante und A' einen echten Bruch vorstellfc. 
Es zeigt sich, dass die Reihen: 


19) 


1 


0205 

471 

l, "Ov 

^ bv ^ 

1 


0205 , 

477 

\ 'bv 

bv 


ebenso, wie die Reihen: 


20 ) 


0Ü» 

1 , 

reWia 

ÖWsa 


il 

‘|c§ 

2 ^ 

) bv 

^~bv 

4- 

1 

11 

st“ 

1 

2 * 

i 

CD 

1 

0W2i 

bv 

-h 


1 


1 


in der durch 18) gegebenen Art konvergieren. 

Damit ist bewiesen, dass bei unseren Voraus- 
setzungen die normalen Ableitungen von üa und Uj an 
der Fläche «B nicht blofs endlich, sondern auch eindeutig 
und stetig sind. 

Es ist ferner bewiesen, dass: 



m 


wo i4 und Bi eindeutige und stetige Funktionen der 

Stelle auf cö sind, welche durch die konvergenten Reihen 

19) dargestellt werden. 
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§ 5. 

Es sei wieder (?o%io) irgend ein Punkt der Fläche 
seine innere Normale, dann ist in demselben 


OVo 


_1 

2n 


'■03Bj_i cos(rrn) 




dcö 




somit nach 19): 



1 

rsssi . 

J 




L 

O) 

C^O^O Ü- 


_ ± \ 

471 j 


ffl-, 




- 

w 



Die Formeln 22) beweisen, da auf « regulär ist, mit 

Hilfe des Satzes 2 a in Anm. P), dass die Funktionen //a/fj auf 
CO regulär sind, daraus folgt nach 21) und Erweiterung des 
Satzes Vb) in Anm. (^*), dass die ersten Ableitungen von üa und 
Ui auch bei unendlicher Annäherung an cö eindeutig und stetig, 
d. h. dass Ua und üi Potentialfunktionen sind. 

I. Die durch die Neumannsche Methode erhaltenen 
Funktionen besinnen- resp. Aufsenraumes einer stetig 
gekrümmten, geschlossenen, gegen ein en inneren Punkt 
konvexen Fläche w, welche an derselben die Rand- 
werte f annehmen, sind Potentialfunktione n deslnnen- 
resp. Aufsenraumes, falls f auf co mit seinen ersten Ab- 
leitungen eindeutig und stetig ist und endliche zweite*) 
Ableitungen hat. 


■*) Die \ oraiissetznng über die zweiten Abloitiuigeii kann bereits nach 
dem obigen Beweise fortbleiben, wenn; 


dy 




cos(rr) , 

- — ^ ^ clw 
r“ 


(O 


und die ersten Ableitungen von f an dei' Fläche co regulär sind. Man kann 
aber, wie leicht (^*) zu zeigen ist, mit der Eegiilarität der ersten Ableitungen 
von f allein auskornmen. 
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2. Kapitel. 

Die Grenz fläche w ist eine beliebige, stetig gekrümmte, 
geschlossene Fläche. 

§ 1 - 

Die Sätze XII und XIII des IV. Teiles haben uns Bedingungen über die 
Randwerte f gegeben, unter denen wir mit Hilfe der Neumannsclien Methode 
und einer endlichen Zahl Schwarzseher Operationen die stetigen, allgemeinen 
Potentialfunktionen des Innen- und xiufsenranmes der stetig gekrümmten, 
geschlossenen Fläche co konstruieren können, welchen jene Randwerte f an 
der Fläche co zukommen. Betrachten wir die so konstruierte, allgemeine 
Potentialfunktion des Inneiiraiimes U| — die Untersuchung für die all- 
gemeine Potentialfunktion des Anfsenraiimes ist genau analog — in der 
Nähe eines Punk- 
tes (i‘o % Co) 

Fläche w, so können 
wir dieselbe, wenn 
wir um (^‘o'/oCo) als 
Centnim eine Ku- 
gel mit einem ge- 
nügend kleinen Ra- 
dius schlagen, deren 
im Innenraum von 
(.0 gelegenen Teil 
wir coj nennen, wäh- 
rend wir den im 
Innenranm der Ku- 
gel gelegenen Teil 
von a> mit ooo bezeich- 
nen, nach den ün- ^ig, 83. 

tersiichungen des 

IV. Teiles als eine stetige, allgemeine Potentialfunktion des Lnienraumes von 
(ß .2 auffassen, deren Randwerte den Voraussetzungen des Zusatzes zu Xb) 
(S. 819) des IV. Teiles genügen, Diese Funktion setzt sich nach dem Be- 
weise des ebengenannten Satzes zusammen aus einer allgemeinen Potential- 
funktion u' des Inneiiraumes der Kugel und einer mit Hilfe der Neumaiin- 
schen Methode konstniierbaren, allgemeinen Potentialfimktion u des Inneii- 
raumes einer stetig gekrümmten, geschlossenen, gegen einen inneren Punkt 
konvexen Fläche i2, als deren Teil ojo zu betrachten ist, ■^’) und die Rand- 
werte dieser letzten Funktion u an der Fläche il sind an dem Teile m., und 
an einem endlichen Stücke über W 2 hinaus f — u' resp. f und an dem übrig 
bleibenden Stück von i2 etwa gleich einer endlichen Konstanten «. 

'••) Und zwar soll noch ein endliches Stück der Fläche o über co^ hinaus 
der Fläche Ü angehören. 
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Da die Ableitungen von ii' in (lo%w,) endlich sind, ist es zur Uiitcr- 

SUj 

oiichuna- der Endlichkeit von nur notwendig, die Ableitung — in 

0^0 org 

(?o%4o) 2 II iintersLichen. Wir denken uns für die Fläche Ii bei den Rand- 
werten 

f u' an dem Teile c».), 

f an dem endlichen Stücke über co._^ liinaiis, 

Ci an dem übrigen Teile von i2 


die Funktionen 3B- (also auch Wjj) der Neumamischen Reihe gebildet, 
dann ist jedes ÜSj und Wj| eine reguläre, allgomeiiie Potentialfaiiktion 
sowohl des Iiinenraumes von R, als auch z. B, des Innoiiraumes von wf crK\ 
der von der Fläche w und einer Kugelkalotte um als Centnim 

begrenzt ist, deren Radius Rj kleiner ist als der von w,, sodass nach 
der Verallgemeinerung des Zusatzes zu la) bis Id) im IV. Teile (S. 285): 

5^j dw 1 

dy r 471 

SI — üJo' + üj/ i2 — 



j" In ne: 


nenraume von (o^' cog'), 


6^2 ~f~ 


wenn wir mit r die inneren Normalen des von den Flächen 12 — co.,' und oj^' 
beg’renzten Raumes bezeichnen, oder; 


1 { 

^ = ! 


rl«t 1 r 

271^ 

! ov r 271 

t 

1 0t' 



S1 — w.>' 


(im Innenraume von coj' co/}, 


so dass: 


24 a!) w. = -1 r ^ ^ + ä.. r r ss: d» - r 

ZTT ] cy T 27r r^ r- 

(f)j L_f 2 — 0J2" o)i' 

(im Innenraume von wg C1J2'), 


dw 


w^enn wir jetzt mit r die inneren Normalen von Sl — und die in den Iiineii' 
raum von w/ W 2 ' hin eingehenden Normalen von und oh/ bezeichnen. 
Analog ist: 


24b) = A r$i^4- 1 

27t ] cy r 

(Uj ’ 4- ü).^ 


2n 


cos(ri4 


sg. dft) 


i2- 


(im Aufsenraume von 22), 


lind es folgt aus 24 a), 24 b): 
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J-T-l 


2 \ 6;V ct'o ; 


l i 

2rr ; 


CQs(r r,^ 
! 0x' r- 


- do; i 


lOJj'-l-tfJo' 




2:r or. 




für irgend einen Punkt (^o'%4'o') des Fiäclienstückes co.j. Man kann nun 
durch eine der Betrachtung in Kapitel 1 analoge Untersuchung, bei der 
die Formeln 24) und 25) an die Stelle der früheren Formeln 4) und S) 

treten, zeigen'"), dass die absoluten Maxima — ^ an der Fläche ah, die ich 

di'o 

wieder mit Aj bezeichnen will, bei geeigneter Festsetzung über die Eadien 
Rj einer Relation von der Form genügen: 

26) Aj ^ (a -F b Aj_ j) ./J - 1, j = 1, 2 ... 


wo a und b endliche Konstanten vorstelien und J' ein echter Bruch ist, 
und hieraus wieder: 




27) abs. — 1 ^ c - .'i’j ™ 

0ro' 


abs. — c • .iJ — 1, 
di'o' 


1^ 

28) ^ 


abs. 


SW.. 


an der Fläche cjo' 


(c endliche Konstante), falls die Yoraussetzimgen des Satzes Xlla) des 
IV. Teiles erfüllt sind. 

Mit Hilfe der Formeln 27) und 28) folgt dann, wie in Kapitel 1, dass 
die ersten Ableitungen von u, somit auch von bei unendlicher An- 
näherung an den Punkt (lo%Co) stetig sind, d. h. dass Üj eine Potential- 
funktion des Innenraumes von oj ist, da wir den Punkt (fo^Co) beliebig auf 
ü) gewählt haben. 


§ 2. 

Wir sprechen die in § 1 erhaltenen Resultate in dem folgenden 
Satze aus (^3* 

11. Die bei den Voraussetzungen der Satz e XII und XIII des 
IV. Teiles mittelst der Neumannschen Methode und einer 


"3 Die Untersuchung dieses 2. Kapitels möge lediglich als eine Ex- 
position des allgemeinen Beweises gelten, der ausführliche Beweis wird 
Gegenstand einer besonderen Abhandlung sein. 
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endlichen Zahl Schwarzseher Operationen kon str ii ier b aren 
stetigen, allgemeinen Poteiitialfunktionen des Innen- resp. 
Aiifseiiraumes einer geschlossenen, stetig gekrümmten Fläche w 
sind zugleich Potentialfunktionen eben dieser Gebiete. 


IL Abschnitt. 

Lösung lijn"cc!yiiaiiiisclier Probleme fir 
(Im Innen- und A-iiiJsenraiiiii einer geselilosseiiei^ 
stetig gekriimiiiteii co. 


1. Kapitel 

Die Nenmanii-Sobmsclie Methode des arithmeti scheu 

Mittels. 

(Die Fläche o) ist gegen einen inneren Punkt konvex.) 


§ 1. 

Wir beschränken uns in diesem Kapitel wieder auf den Fall, 
dass die Fläche (o gegen einen inneren Punkt konvex ist und 

wollen den folgenden Satz beweisen. 

IIL Es sei m irgend eine geschlossene, stetig ge- 
krümmte, gegen einen inneren Punkt konvexe Fläche 
und f eine Funktion der Stelle auf derselben, welche 
die folgenden Bedingungen erfüllt: 

Es soll f auf ö) eindeutig und stetig, seine ersten 
Ableitungen auf w regulär*) und 


29) fdo) = 0 


00 


sein. 

Man bilde successive die Funktionen: 


D Es ist leicht (®-) zu übersehen, dass bereits die Endlichkeit der 
ersten Ableitungen von f für die Gültigkeit dieses Satzes genügt. 
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30) 


«0 = 0, 

«i = - 

«2 = + 

«3 = + 


27rjr 

ft) 

.1 n I 

471: J [ j dy 

CO 

1 


I ® 

i Ö»/ ij r ’ 


471 


dy if, 


H- 


0«. 


cy 


I doi 


dann stellen die Funktionen: 


0 

ü.=f;i (- i)j95j 
0 


die Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsenraumes 
von 0 ) dar, welche an der Fläche o) die normalen Ab- 
leitungen: 


32) 


dy 


Wa 

dv 


= f 


b esitzen. 


§2. 

Zum Beweise dieses Satzes bemerken wir zunächst, dass 
nach den Formeln 30) infolge des Zusatzes zu Vb) des 1. Teiles 
(S. 73): 


0^ 

dy 


dy 

Biß., ! I 09>\ 


= -2f, 

89^1 


I Oy 

\m, 

\ dy 


Cy 


+ 


!8«1 
I 8 ^ i’ 


I 4 

| 8 ^|^ 

! 8*' u \ dy ‘ 


! cy 


33 ) 
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Können wir zeigen, dass: 


lim 


^03^ I 


j “ oo ; 


! dv 


r ' I 

^ Iirn i-— : 

j — oo j Ü 


= 0, 


so folgt aus 33) durch Addition und Division durch (—2): 

0Ui 


ov 


= f; 


ebenso folgt aus 33} durch Addition, nachdem man die jte Formel 
mit (— l)j multipliziert hat, und Division durch (+2): 

6Da 
dv 


= f, 


falls überhaupt die Sßj und ihre normalen AbkaLungcii an der 
Fläche Cd Glieder von konvergenten Reihen sind. 

Zu diesen Konvergenzbeweisen wollen wir zunächst über- 
gehen. 

Jedes ist, wie mit Hilfe des Salzes IV a) und der Erweiterung 
von \ b) in Anm.(-'^) folgt, eine Potentialfunktion sowohl des Innen- 
ais auch des Aufsenraumes, es gelten somit die Formeln (j = 1 , 2 . . .) : 


34) 


35) 



dy 

d6.) 

a r 

1 

1 ^ 

" cos(rr) 
pj— 

dö), 

0) 



00 



o 

II 

Oißj 

dy 

doö 

i r 

47rj 

' cos(rr) 

dceJ, 

CO 



00 



1 

II 

i dy 

1 do) 

liT 

1 

_j_ _ 

47r^ 

fißj M 

dö), 

65 



00 


0 

II 

1 

^ 1 

! dy 

d« 

ja r" 

1 

[sBi 

do}, 

6) 



00 




im Aufsenraurae, 


im Innenraume, 


und die aus ihnen durch Addition folgenden (j = 1, 2 . . .) ; 
SU 1 fm COS(r>') , 

-“j + i Aufsenraume, 

w 

hn Innenraume, 

a 


+ 1 4- SSj - 


1 

271 
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oder, falls wir (j = 1, "2 . . .) 


j Vja = im Aufsenraume, 

[ \4i = 95j +SSj_i, im Innenraume 


setzen (j = 1, 2 . . .) : 


38) 


+ ' 271 


1 cos(rr) 


cIm, 




Nun ist nach 37) (j = 1, 2 . . .): 

1 


39) (Vja + Vji), an der Fläche «, 
somit (J = 1, 2 . . .) ini Äufsen- und Innenraume: 

40) + ^ f(Via + Vji) — d«. 


Diese Gleichung macht uns mit einem Schlage mit dem Ver- 
halten der Funktionen Vj bekannt, sie zeigt, dass dieselben mit 
den Gliedern einer Neumannschen Reihe übereinstimmen, 

die den Randwerten: 


y(Vxa4-Vn), 


also den Randwerten: 


zngehören. 

Es werden somit die 


1 r f 


271 J r 

CO 


do) 


n und ^ 

mit beliebigen Vorzeichen genommen, desgleichen*) die 

8«J 


SSj und 


Sv 


*) Vgl. § 3.. 
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Glieder von konvergenten Reihen und die Funktionen Ui üg 
Potentialfunktionen des Innen- resp. Aufsenraumes sein, fails die 
Funktion: 





m 


r 


an der Fläche m die Bedingungen erfüllt, welche im Satze I (Anin.) 
der Fiiiiktion f vorgeschrieben waren, dass die ersten Ableitungen 

von und die Ableitungen 



CO 


cos (rp) , 



r^ 


auf cö regulär sind. Nun sind nach Satz 4a in Anin. die 
ersten Ableitungen von regulär, wenn die ersten Ableitungen 
von f regulär sind; andererseits ist für irgend einen Punkt (?o%Co) 
an der Aiifsenseite von co: 


cpq J r - 



823 , 


(„ach 34) 


an der Innenseite von co: 


coat-e _ _ r I I cosk,) 




dp 


es folgt somit nach Satz 4a in Anm. 

von — auch die Regularitat von: 


Cp 


d 

dp 




d«, (nach 35j, 
aus der Regularitat 


CO 

und damit ist unser Satz III vollständig bewiesen. 


§ a- 


Aus dem vorstehenden Beweis geht noch nicht mit aller 


Deutlichkeit hervor, dass die Bedingun: 


41) rfd«= 

J 


0 
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eine notwendige Voraussetzung für die Gültigkeit des Satzes III 
ist. Man muss aber von dieser Voraussetzung Gebrauch machen,*) 
wenn man von der aus 40) folgenden Ungleiclicriu: 

42) abs.|^<rc^'j-h I ^ Konstante. 

■ ! A' echter Bruch, 

zu den Ungleichungen: 


43) 


(abs. 15^ 

1 oy 

< Ci A' '^ - h 
a 

abs. 

1 0)1 1 

i 

will. 



Ci Co endliche Konstanten, 
A' echter Bruch, 


Es folgt aus 42) zunächst nur, dass die Reihen: 


I 0?/ 

dp 


konvergieren, und dass: 


+ 

a 

058, 

dp 

a 0*' a__ 


'\A 

i : 

0r 'a 

r ' S23j j 

H lim !-;—!> 

j=co dp i.j 

i 

I dp 

i ! dp |i_ 


n 058^ : 

1 0r i 

!0S8,n 
i k 

1 

II 

8 ^ 


44) lim 


«1=0, 

Op \i 


somit auch: 


abs. 


i 

dp li 


< Co • A['^ ~ b = 


1 - A' 


Zur Ableitung der ersten Ungleichung 43) müssen wir aber 
erst beweisen, dass: 


45) lim 




I =0 


j = ooi ej/ 

ist. Hierzu bemerken wir zunächst, dass: 

r cn 1 r r dö) 

hm = j-- \ lim I ' 

j = oo 

es folgt dann, wenn wir: 


dp ia r 


CO 
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setzen, aus 44): 


somit: 


und auch: 


lim = 

j ~ CO 

lim SSji = const., im Innenraume 

j = CO 


lim 93ja = const., an der Fläche m. 

j = oo 


Hieraus folgt: 


lim lim SSja* lim 

j = oo j = oo Jj = oo 

CO 


falls: 


= 0, 


0^/ 


dw 


da in diesem Falle: 


und somit auch: 


ist 


j fd« = 0, 

CO 



dw = 0, , . . 

a 


dv 


d<ö = 0 


Aus 

lim 2:ja = 0 

j= oo 

folgt nun auch die Gleichung 45) und aus dieser die erste Un- 
gleichung 43) ; es ist also thatsächlich die Bedingung: 

j*f doö = 0 

O) 

für die Gültigkeit des Satzes III notwendig. 



Ist nun diese Bedin/u-ii nicht erfüllt, so wird natürlich die 
Konstruktion der ontspro.:] Potentialfunktion ü; unmöglich 
sein, man kann aber die Potentialfunktion Üa des Aufsenraumes 
konstruieren, welche die normalen Ableitungen f an der Fläche m 
besitzt. Wir bezeichnen wieder mit 0 den inneren Punkt, gegen 
den die Fläche konvex ist, und mit den Radiusvektor nach 
irgend einem Punkte der Fläche w. 

Wir können dann mit Hilfe des Satzes III die Potential- 
lunktion Ua des Aufsenraumes konstruieren, die an der Fläche ö> 
die normalen Ableitungen: 


46) = "fd« . 

OP 


1 cos (3??^) 

47T W~~ 


0) 


besitzt, dann ist thatsächlich: 


J or 

CO 

die Potentialfunktion : 


47) ü, 




fdft), 


CO 


in der die Entfernung des variabeln Punktes von 0 vorstellt,., 
hat dann an der Fläche co die normalen Ableitungen : 


48) 


^üa 

dp 




Zusatz zu IIL Besteht die Bedingung: 

I f d« = 0 

O) 

nicht, so existiert keine Potentialfunktion üi, welche die 
normalen Ableitungen f an der Fläche co besitzt, zur' 
Konstruktion der Potentialfunktion üa des Aufsen-* 
raumes, welche an der Fläche co die normalen Ab- 
leitungen f besitzt, konstruiere man nach Satz III die 
Potentialfunktion Ua des Aufsenraumes, welche an der- 
Fläche« die normalen Ableitungen: 


f- 


fäw 


471 


cos ( 91 y) 




■besitzt, wenn man unter den Radiusvektor von dem 
Punkte 0, gegen den die Fläche w konvex ist, nach irgend 
einem Punkte der Fläche versteht; dann ist: 

CO 


wenn Fj die Entfernung des variabeln Punktes von 0 
vorstellt. 


2. Kapitel. 

Eine allgemeine Betraclitiing für beliebige, ge- 
schlossene, stetig gekrümmte Flächen 


§ 1. 

Sei 0) eine beliebige geschlossene, stetig gekrümmte Fläche und wir 
suchen die Poteiitialfunktion Ui des Innenraumes, welche an der Fläche o) 
die normalen Ableitungen f hat. 

Wir nehmen an, es sei 

49) rfdft) = 0, 


und V ir kennen eine F nnktion der Stelle auf a» von solcher Beschaffen- 

lieit, dass das Fläehenintegral : 

50) W = 

0 ) 

an aer Anfsenseite der Fläche oj die Werte: 


hat. Es ist dann: 


51) W,= f 


doj 




die gesuchte Potentialfunktion, -wenn f auf o) regulär, auf &. eindeutig 
und stetig ist und reguläre erste Ableitungen hat. 
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Denn es folgt ans 51), dass im ganzen Aufsenraume : 


somit auch an der Fläche w: 



0) 


dl' 


I c dw I 

I 0) ]a 


= -|-47rf 



L 


sein muss; daraus folgt aber unmittelbar: 


6 

[1 

471 47r ] r 

dl' 


__ 


§ 

Es handle sich nun darum, die Potentialfunktion des Aufsen- 
raumes zu bestimmen, welche an der Fläche oj die normalen Ablei- 
tungen f hat. 

Wir nehmen an, wir kennen eine Funktion s;- der Stelle auf w von 
s-olcher Beschaffenheit, dass das Fläehenintegral : 

XT- f cos(rr) , 
o3) = I ^ ^ dfo 

CD 

an der Innenseite der Fläche w die Werte: 


hat. Es ist dann: 


54 ) 

0) 


55 ) 



Üi 



die gesuchte Potentialfimktion, wenn f auf regulär, auf m eindeutig 
und stetig ist und reguläre erste Ableitungen hat. 

K 0 JBs Potentialtheorie. 2S 



Denn es folgt aus 54), dass im ganzen Iiineiiraume: 



iO 


somit auch an der Fläche co: 


dW^ £r.che 

Ci^ di^ i r 

it/ 

w i 


= — 47rf4- 



(U I 

r 


sein muss; daraus folgt aber immittelbar: 


Der Fall: 


-b"'+K 


dco 

r 


^ f dw 4= 0 

t-' 

0 ) 


erledigt sich in genau analoger Weise, wie im L Kapitel § S. 

Wenn das iijdrodynamische Problem für beliebige geschlossone, KStetig 
gekrümmte Flächen durch die Betrachtung dieses Kapitels in einer aii^- 
gedehuten Reihe Yon Fällen seine Lösung findet, so scheinen doch einer 
Lösung von gleicher Allgemeinheit, wie die des elektrostatisclien Problemes 
noch grofse Scliwierigkeiten irn Wege zu stehen. ’ 


IIL Absclmitt. 

ProMema für den Innen- und von 

Flächen, die aus laeifärereji g-etrei-irätci] Teilen 

(Die Methoden von 


1. Kapitel. 

Das äufsere Murphysclie Problem. 

§ 1- 

Wir haben uns bisher mit der Lösung von Problemen be- 
schäftigt, in denen die geschlossenen Flächen w zusammenhängend 



sind, d. li. ¥011 solcher Beschaffenheit, dass man von jedem Punkte 
der Fläche in stetiger Weise auf derselben fortschreitend zu jedem 
anderen Punkte der Fläche gelangen konnte. Obwohl man nun 
leicht auch mit Hilfe der früheren Methoden den Fall ab- 
solvieren kann, dass m aus mehreren getrennten Teilen besteht, 
wollen wir hier auch die besondere Modifikation der Schwarzsclien 
Methode betrachten^ durch wmlche man in einfachster Weise zu 
der Lösung solcher Probleme gelangt, und zwar aus dem Grunde, 
weil gerade diese Methode, die lange vor den Schwarzschen 
Methoden zum erstenmale von Murphy angegeben wurde, ln der 
theoretischen Physik aufserordentllch wichtige Anwendungen zu- 
lässt. 

Wir stellen uns zunächst das folgende Problem: 

Es sind zwei stetig gekrümmte, geschlossene Flächen und 
(0.2 gegeben, die sich nicht umschliefseii und keinen Punkt gemein 
haben, wir suchen die 
Poteiitialfmiktion des 
Aufs enr aum es der 

beiden Flächen 
und CO21 welche an 
der Fläche die ge- 
gebenen Randwerte 
fj, an der Fläche «2 34 

die gegebenen Rand- 
werte fg annimmt, und wir werden den folgenden Satz be- 
weisen : 

IVa) Es seien ooj, und CO2 zwei stetig gekrümmte, 
geschlossene Flächen, die sich nicht umschliefsen und 
keinen Punkt gemein haben, eine gegebene Funktion 
der Stelle auf der Fläche toj, von solcher Beschaffenheit, 
dass die Existenz der Potentialfunktion des Aufseii- 
raumes von «j, die an der Fläche % die Randwerte 
hat, gesichert sei, f2 eine gegebene Funktion der Stelle 
auf der Fläche «2? von solcher Beschaffenheit, dass 
die Existenz der Potentialfunktion des Aufsenraumes 
von «2, die an der Fläche »2 Randwerte fg hat, 
gesichert sei; man berechne successive die Potential- 
fiiiiktionen 




des Aufsenraumes von oo^ 





Uibtfli 

i cl U 111 1 

V u li Wi 


SO, 

dass an 

der Fläche 

«1= üii=fi. 

Ü 12 


'1 *7 

n 


„ U,2 = -Ü2i, 

üis 

- 


?■) 


11 


n 

?-) ?? 


V 

„ Ulj == ~ U 2 , j — 1 , 

■ 



des Aufsenraumes von 

Ü2, 

SO, 

dass an 

der Fläche 

11 

Cl 

8 

U 22 

n 



11 

tn 

1 

II 

Cl 

U.3S 


n r> 

r> 

71 

11 ^23 U|2, 



V 11 

r, 

11 

n U2j= — 


dann stellt die Reihe; 

CO 

57) ü =2-’ 

1 

die Potentialfunktion des Aufsenraumes der beiden. 
Flächen oji und «3 vor, welche an der Fläche «i die 
Werte f), an der Fläche «3 die Werte f 2 annimmt. 


§ 2 . 

Können wir nachweisen, dass die Reihe 57) wirklich konver- 
giert, so folgt durch Addition der oberen Gruppe der Formeln 56); 


Uij -r Ui3 -{ = fj — U,i — U22 (an der Fläche «t). 


oder; 


58a) ü = fi, (an der Fläche Wj), 


und durch Addition der unteren Gruppe der Formeln 56); 

U 31 + U 22 d — = f 2 — Uji — Ü 12 (an der Fläche « 3 ), 

oder; 

58b) Ü = f 2 , (an der Fläche « 2 ); 



wir haben also lediglich den Beweis zu erbringen, dass die 
Reihe 57) konvergiert und eine Potentialfiinktion des Aufsen- 
raumes von und m., ist. 

Es ist nun Uj] die Potentialfunktion des Aufsenraumes von 
die an der Fläche die Werte hat; bezeichnen wir mit 
Fj den absolut gröfsten Wert von f[ auf «j, so ist nach Zusatz 
zu Satz IX des IV. Teiles in Anm. (^^): 

abs. tJii • 2^2, an der Fläche Wg, 

wo ^22 Ginen echten Bruch vorstellt, der lediglich von der Lage 
der beiden Flächen Wj 0)2 abhängt; analog ist: 

abs. Ü21 ^ r2 • ^21, an der Fläche 

wenn r2 den absolut gröfsten Wert von f2 auf <»2 Z21 einen 

echten Bruch vorstellt, der lediglich von der Lage der beiden 
Flächen co^ 0J2 abhängt; bezeichnen wir die gröfseren der beiden 
Konstanten Tg T, so dass nach Zusatz 1 zu VII des IIL Teiles: 


abs. Uji ^jT, ] im Aufsenraume 
abs. üoi < r, I von «i 

und den gröfseren der beiden echten Brüche Aq so 

können wir die beiden obigen Formeln auch so schreiben: 



abs. Uji ^ R • 2, an der Fläche cög, 

abs. Ü91 A, an der Fläche Mj, 

somit auch: 

abs. Ui2<P • 2, an der Fläche coi, 

abs. Ü 22 P • 2, an der Fläche fiög, 

und auch nach Zusatz 1 zu VII des III. Teiles: 


592) 


[abs. Ü22<r.2,| 
\ abs. Ü22 < r • 2 , j 


im Aufsenraume von «g. 


Indem wir in dieser Weise weitergehen, folgt (j = 1, 2 ...): 

f abs. Uij <r • 2 j~b I im Aufsenraume 
1 abs. U2j^r* 2 j-bJ von «1 »2, 

und hieraus die Konvergenz der Reihe 57 ). 



Bass schüelslich die Reihe 57) auch eine 
clarstellt, folgt am leichtesten, wenn man dieselbe auf eine andere 
Form — der Schwarzsclien Methode entsprechend — bringt. 

Man berechne successive die Potentialfunktionen 

des Aufsenraumes von 
Uii so, dass an der Fläche = 

^12 Ti 7 ? 77 77 7'! 77 "^1 2 “ ^1 — ^21 7 

77 77 77 77 77 77 %3 ~ fj — UoO; 

77 77 77 71 j == ““ II 2 , j — I 7 

60) 

des Aufsenraumes von oo^ 

U 21 so, dass an der Fläche Wo : Ug] == fg, 

^22 77 7 ? 77 77 77 77 ^22 ~ fs "^Hj 

^23 77 77 Tf 77 77 77 ^23 ~ ^2 ”” 

5’ 7? 77 77 77 71 = fo — Uj, j ™ 



dann ist: 



ü = U = Uii + (Ui2 - Uii) + (Ui3 - U,j) + . . . 

+ Uji 4- (U22 — U21) + (U23 — Uoa) + • ■ 

= lim (Um + Uju), 

11 = 00 


denn es folgt durch Vergleichung der Formeln 56) und 60) mit 
Hilfe des Zusatzes 2 zu Satz VII des III. Teiles successive: 


62) 


Hii = Un, Ü21 = U21, 

Hi2 = Ui 2 — Uii, Ü2o = U22 — U21, 
V3 = Ui3 — U12, Ü23 = U23 — U22, 


aus 61 ) folgt aber, da Ui^ us,, Potentialfunktionen sind, die sich 
mit wachsendem n bestimmten Grenzwerten nähern, der Charakter 
von h als Potentialfunktion. 
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9 

Das innere Mnrphysolie Problem. 

§ 

Wir können analog den üntGrsuehv.ngoi: des 1. Kapitels den 
folgenden Satz beweisen: 

IVb) Es seien und o)., zwei stetig gekrümmte, 
geschlossene Flächen, die sich umschliefsen und keinen 
Punkt gemein haben, eine 
gegebene Funktion der Stelle 
auf der Fläche von solcher 
Beschaffenheit, dass die Exi- 
stenz der Potentialfunktion des 
Aufsenraumes von «i, die an 
der Fläche die Randwerte h 
hat, gesichert sei, fs eine gege- 
bene Funktion der Stelle auf 
der Fläche von solcher Be- 
schaffenheit, dass die Existenz 
der Potentialfunktion des Innen- S5. 

raumes von 00.25 die an der Fläche 

«2 die Randwerte f2 hat, gesichert sei; man berechne 
successive die Potentialfunktionen 

des Aufsenraumes von 
so, dass an der Fläche ün=fi, 

"^12 V n r, 11 n n ^12“ "^‘21? 

Ui3 75 71 n n r> n ^13“ "^22’ 



Uij 


71 


h'lj p 2 , j — 15 


des Innenraumes von 6Ö2 
Ugi so, dass an der Fläche «2: Ü21 = 

Ü22 77 11 7^. 7 '> 71 n "^22 = — Pil5 

^23 71 71 71 71 V n ”^'23 ~ ’ "^ 12 ’ 


63 ) 


U2J=- 




u. 
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dann stellt die Reihe; 

64) ü (Ujj + ügj) 
1 


die Potentialfunktion des von begrenzten Gebietes 
dar, rvelche an der Fläche co^ die Randwerte fj, an der 
Fläche a>2 die Randwerte an nimmt. 

Der Beweis ist dem Beweise von IVa) völlig analog, nur 
erhalten wir an Stelle der Formeln 59 ), welche in Kapitel 1 die 
Konvergenz der Reihe U bewiesen, die Formeln: 


65,) 

602) 

663) 

664) 


-- r 1 
• ’ I 


im Aufsenraume von ö), Wg, 


[ abs. ü,, 

[ abs. üg, 

[abs. 

I ab3.U,,;c; rx, j ^«^senraurae von 
[ abs. üjg < r- A, ] . 

I abs. Ü23 r. A, j ™ Aulsenraume von 

[ ^ Z, I 

[ abs. Ü24 < Z’P, j 


\ im Äiilsenraume 


von Oh ooci 


wo r den absolut gröfsten Wert von f, und f., A einen echten 
Bruch vorstellt, der lediglich von der Lage der Flächen w, und 

% abhänvt. 


Man kann nun die Methode IVa) resp. IV b) auch zur Lösung 

des allgemeinen Problemes verwenden: 

Ke Potentialfunktionen eines Gebietes zu bestimmen, das von 
beliebig vielen getrennten, stetig gekrümmten, geschlossenen Flächen 
begrenzt wird, an denen ihre Randwerte vorgeschrieben sind. 

Man braucht nur mit Hilfe der Sätze IVa) resp. IV b) das 
Prob ern zunächst für zwei Begrenzungsflächen zu lösen, darauf 
leselbe Methode auf den Komplex dieser beiden Flächen und 
eine dritte der Begrenzungsflächen anzuwenden, und so fort, bis 
die Losung für den Komplex aller Begrenzungsflächen gefunden ist. 
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IV. Abschnitt. 

Eine AiisdeMiung des Begriffes der rcteiLuiiV 
firnktioii für mehrfach ziisaiiimeiihängeiide Säume. 




Untersiicliiiiigeii für den Aiifsenraum einer Ringfläclie. 


§ 1 . 

Eine gegebene Fläche heilst einfach zusammenhängend, wenn 
sich jede auf der Fläche konstruierte geschlossene Kurve durch 
stetige Deformation auf der Fläche in eine geschlossene Kurve 
verwandeln lässt, deren Abstände von einem beliebig gegebenen 
Punkte der Fläche unter jede beliebig kleine Länge herabgedrückt 
werden können; im anderen Falle heilst sie mehrfach zusammen- 
hängend. 

Ein gegebener Raum heifst einfach zusammenhängend, wenn 
sich jede in dem Raume konstruierte geschlossene Kurve durch 
stetige Deformation in dem Raume in eine geschlossene Kurve 
verwandeln lässt, deren Abstände von einem beliebig gegebenen 
Punkte des Raumes unter jede beliebig kleine Länge herab- 
gedrückt werden können, im anderen Falle heifst er mehrfach 
zusammenhängend. 

Als typisches Beispiel für den Fall einer mehrfach zusammen- 
hängenden Fläche, von dem aus man leicht Folgerungen für- 
kompliziertere Flächen ziehen kann, wird uns die Ringfläche mit 
kreisförmigem Querschnitt dienen. Wir denken uns eine solche 
Ringfläche dadurch er- 
zeugt, dass wir das Cen- 
trum einer Kreisfläche <r 
auf einer stetig gekrümm- 
ten, geschlossenen Kurve 
entlang führen, die man 
sich als Randkurve einer 
einfach zusammenhän- 
genden Fläche denken 
kann, und zwar soll 
bei dieser Bewegung die 




B62 


Kreisfläche in ihrem Centrum stels normal zu dieser Fülirimgs- 
kiirve sein; wir nennen dann die von der Kreisperipherie er- 
zeugte Fläche eine Ringfläche mit kreisförmigem Quersclinit};, 
wenn der Radius R des Kreises klein genug gewählt ist, dass 
jeder Punkt der Fläche von der Führungskurve nur eine kürzeste 
Entfernung (= R) hat. 

Eine solche Ringfläche ist mehrfach zusammenhängend, denn 
wir können weder die Peripherie (S eines Querschnittes, noch eine 
geschlossene Kurve g, welche jeden Querschnitt in einem Punkte 
schneidet und als Randkurve einer einfach zusammenhängenden 
Fläche angesehen werden kann, durch stetige Deformation auf 
■der Ringfläche in eine geschlossene Kurve verwandeln, deren 
Abstände von einem beliebig gegebenen Punkte der Fläche unter 
jede beliebig kleine Länge herabgedrückt werden können. Wir 
können dies aber mit jeder geschlossenen Kurve erreichen, welche 
die beiden Kurven er und g nicht schneidet. Indem wir er als 
•eine den Ring einmal umschlingende ^ g als eine einmal um den 
Ring herumlaufende Kurve bezeichnen, können wir, indem wir 
uns einer üblichen Ausdrucks weise anschliefsen, sagen: 

Die Ringfläche wird durch eine den Ring einmal umschlingende 
Kurve er und eine einmal um den Ring herumlaufende Kurve g 
in eine einfach zusammenhängende Fläche zerlegt. 

Ein typisches Beispiel für den Fall eines mehrfach zusammen- 
hängenden Raumes ist der Aufsenraum oder Innenraum einer 
Ringfläche, und wir wollen uns zunächst mit dem ersteren be- 
schäftigen. 


§ 2 . 

Der Aufsenraum einer Ringfläche ist ein mehrfach zu- 
sammenhängender Raum, denn wir können keine der Kurven 
weiche man durch stetige Deformation in dem Raume in eine 
Querschnittsperipherie er verwandeln kann, durch stetige De- 
formation in dem Raume auch in eine Kurve überführen, 
deren Abstände von irgend einem beliebigen Punkte des Raumes 
unter jede beliebig kleine Länge herabgedrückt werden können. 
Wir können dies aber mit jeder in dem Raume konstruierten 


''j Diese Kurven ^ bezeichnen wir ebenso, wie die Querscimitts- 
peripherieen (t als Kurven, welche den Ring einmal umschlingen. 
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geschlossenen Kurve erreichen, wenn dieselbe eine beliebig kon- 
struierte einfach zusammenhängende Fläche ß, welche eine um 
den Ring einmal herumlaufende Kurve ? zur Randkurve hat, 
nicht schneidet. Wir sagen daher, indem wir uns einer üblichen 
Äusdrueksweise anschliefsen : 


•t 



Der Aufseiiraiim einer Ringfläche wird durch eine beliebige 
einfach zusammenhängende Fläche welche eine einmal um den 
Ring herumlaufende Kurve c zur Randkurve hat, in einen einfach 
zusammenhängenden Raum zerlegt. 

Geben wir der Führungskurve des Ringes eine bestimmte 
positive Umlaufsrichtung, so sind damit die positiven ümlaufs- 
richtungen aller den Ring umschlingenden Kurven sowie dei 
positive Seite von unzweideutig festgelegt. 

§ 3 . 

Da in der theoretischen Physik empirische Gröfsen, wie 
Geschwindigkeiten etc. (wir deuten hier namentlich auf die An» 
Wendungen in der Hydrodynamik hin) im allgemeinen den Ab» 
leitungen von Potentialfunktionen entsprechen, während eine 
solche empirische Bedeutung der betrefi'enden Potentialfiinktion 
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selbst niclit zukommt, so hat man den Begriff der Potentialfunktioii 
dahin erweitert, dass man lediglich von den ersten Ableitungen 
der Potentialfunktionen Eindeutigkeit und Stetigkeit verlangt, wäh- 
rend man der Potentialfunktion selbst allgemeinere Bedingungen 
aiiferlegen kann, und zwar hat sich die folgende Erweiterung als^ 
am zweckmäfsigsten erwiesen: 

Erweiterung des Begriffes der Potentialfunktioii in 
mehrfach zusammenhängenden Piäumen. 

Denken wir uns einen mehrfach zusammenhängenden 
Piaiini durch geeignete Flächen ... in einen einfach 

zusammenhängenden Piauni zerlegt^ $o soll jede Poten- 
tialfunktion dieses einfach zusammenhängenden Raumes 
(in dem durch die Definitionen S. 180 festgelegten Sinne) 
auch eine Potentialfunktion des mehrfach zusammen- 
hängenden Raumes genannt werden, falls nur die ersten 
Ableitungen dieser Funktion zu beiden Seiten der 
Flächen -Ol i22 .. . dieselben Werte haben. 

Von einer Potentialfunktioii ü des Aufsenraurnes unserer 
Ringfläche werden wir somit Eindeutigkeit und Stetigkeit nur 
verlangen, solange wir nicht durch den Querschnitt /i hindurch- 
gehen, dagegen müssen die Ableitungen 


W 0U W 
dx ’ 0y ' 0z 

bei dem Durchgänge durch diesen Querschnitt stetig bleiben. 

Bezeichnen wir die Werte, welche ü annimmt, wenn wir 
uns einem Punkte des Querschnittes -0 von der positiven resp. 
negativen Seite unendlich nähern, resp. mit U+ und U__, so wird 
iiii allgemeinen: 

sein, wir setzen: 

66) ü_ - U+ = K, 


dann folgt zunächst leicht, dass K auf -Q konstant sein niuss^ 
denn bezeichnen wir mit li irgend eine tangentiale Riclituiig, so- 
ist wegen der Stetigkeit der Ableitungen von ü: 


0Ü 


0h 
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Wii’ können aus dieser Konstanz von K auch die Folgerung 
ziehen, dass für jede den Ring einmal umschlingende Kurve S: 

der = K 

0(J 

ist. 


§ 

Wir wollen nach diesen Vorbereitungen einige frühere Resultate 
über Potentialfunktionen auf die so erweiterten Potentialfunktionen 
des Aufsenraumes einer Ringfläche aiisdehnen. " 

Wir hatten früher für eine Potentialfiinktion U des Aufsen- 
raumes einer Fläche co mit der äufs er en Normalen die Formel 
abgeleitet [Satz II b) des III. Teiles S. 187]: 


ü = - 


1 r dU dö) 
471 J di/ r 
m 


-Ln J r- 


Würden wir diese Formel für eine Potentialfiinktion des 
Aufsenraumes der Ringfläche oo aufstellen, so würden wir bei 
der Erweiterung des Begriffes der Potentialfunktion im allgemeinen 
zu falschen Resultaten gelangen; wir haben hier zu der Begrenzung 
des Raumes, dessen Potentialfunktion ü in dem früheren Sinne 
ist, die positive und negative Seite des Querschnittes mitzuzählen 
und erhalten die folgende Formel: 


oder: 


TT _ ^ f ^ r 

4:71 J r 47?: j 


68 ) 


^ cos(r^) 


r- 


do) 


(ö 


1 

r 8ü dft) 

1 r 

47r 

j 8»/ r 



S2 " 

ß 

1 

r 8Ü do) 

1 r 

47r 

j ö'' r 

47rJ 


U_ 


■ d« 


o 




J ov V 4:71 J r*" 


47i: J dv r 

w 


47T J I“ 
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Es ist aus dieser Formel leicht zu ersehen, dass es für die 
Ableitungen von Ü ganz gleichgültig ist, welche Fläche XJ wir zur 
Zerlegung des Aiifsenraumes der Piingfläche in einen einfach zu- 
Raum benützen; denn die Ableil, ungern von: 

J cos (rv) 


K 


^ d« 


sind von dem Verlaufe der Fläche ganz unabhängig; es ist 
nach Formel 59) S. 46: 


69) 


0 ^ cos(rr) __ ^ cos(ry) cos(^z) — cos (rz) cos (^y) 


0X 




0 r cos(rv) _ r cos(rz) cos (ex) — cos (rx) cos (ez) 


0 f cos (rv) f 

n g 

0 r cos (rv) _ r cos (rx) cos (ey) — cos (ry) cos (ex) 
0z J “ ~ ,) 


de, 


de, 


"Ule. 


§ 5. 

Wir hatten früher bewiesen^ dass eine Potentialfunktion ü 
des Aufsenraumes einer Fläche m sowohl durch die Angabe ihrer 
Randwerte, als auch durch die Angabe ihrer normalen Ableitungen, 
eindeutig'*') bestimmt ist, falls sich überluiunt die Existenz der 
betreffenden Funktion nachweisen lässt. [IXa) und IX b) des 
IIL Teiles S. 206]. 

Wir stützten uns zum Beweise auf 'die Formel: 



W\^ 
dz 


dt 


=-i 


TT , 

ü dft). 

ÖP 


m 


Wir dachten uns zwei Potentialfunktionen llj U 2 des Aufsen- 
raumes, für die an der Fläche m 


oder: 


dp dp 


’) Eventuell bis auf eine willkürliche additive Konstante. 
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und brachten die letzte Formel auf die Potentialfunktion Uj - Ll> 
zur Anwendung; 




tu 


\ J \ dz ) 


ck 




Sind nun üi Potentialfunktionen des Aufsenraunies der 
Ringfläche in dem erweiterten Sinne, so müssen wir zu der Be- 
grenzung des Raumes % noch die positive und negative Seite 
von -Q hinzurechnen, so dass: 




Ta 


70) 






dr 





d» 




0ÜA 

) 


doj. 


wenn an der Fläche -Q: 


/Ui_-Üi+ = Ä- 

lU3_-U5+ = 


In diesem Falle wird, wenn an der Ringfläclie: 

aUi _0Ö2 
dy “ dy' 


das in 70) links stehende Integral nur dann null, d. h. nur dann 
überall im Aufsenraum der Ringfläche: 

U, = U2 

werden, wenn zugleich: 

iTi - K,. 

Wir erhalten so das Resultat: 

Va) Eine Potentialfunktion U des Aufsenraumes 
einer Ringfläche in dem durch die Definition S. 364 
erweiterten Sinne ist durch die Kenntnis ihrer normalen 
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Ableitungen an der Ringfläche — wenn sicli überhaupt 
die Existenz einer solchen Funktion beweisen lässt — 
noch nicht eindeutig bestimmt. Man braucht zur völligen 
Bestimmung noch die Angabe des konstanten Wertes Äb 
den die über eine beliebige den Ring einmal um- 
schlingende Kurve A zu erstreckenden Integrale: 



.annehmen sollen. 


2. Kapitel, 

Untersuchungen für den Innenraum einer Ringfläche, 

§ 1 - 

Der Innenraum Zi einer Pdngfläche ist ein mehrfach zusammen- 
hängender Raum, denn man kann keine der Kurven, *'*') welche 
man durch stetige Deformation in dem Raume in eine ehimal 
um den Ring herumlaufende Kurve g verwandeln kann, durch 
stetige Deformation in dem Raume Zi auch in eine Kurve über- 
führen, deren Abstände von einem beliebigen Punkte des Raumes 
unter jede beliebig kleine Länge herabgedrückt werden können. 
Wir können dies aber mit jeder in dem Raume zi konstruierten 
geschlossenen Kurve erreichen, wenn dieselbe einen beliebigen 
der kreisförmigen Querschnitte des Ringes nicht schneidet. Wir 
■sagen daher: 

Der Innenraum der Ringfläche wird durch einen beliebigen 
seiner kreisförmigen Querschnitte in einen einfach zusammen- 
hängenden Raum zerlegt. 


§ 2 . 

Wir gelangen in genau analoger Weise, wie wir den Satz V a) 
abgeleitet haben, zum Beweise des korrespondierenden Satzes für 
den Innenraum einer Ringfläche: 


*) Wir bezeichnen diese Kurven gleichfalls als einmal um den Ring 
Jierumlaiifende Kurven. 



Vb) liiiic PotGntia,lfiinktioii Ü cIgs InnGiiramiiGs 
einer Ringfiäche in dem durch die Definition S. 364 
festgelegten Sinne ist durch die Kenntnis ihrer nor-^ 
malen Ableitungen an der Ringfläche — wenn sich 
überhaupt die Existenz einer solchen Funktion be- 
sveisen lässt — noch nicht eindeutig bestimmt. Man 
braucht zur völligen Bestimmung noch die Angabe des 
konstanten M ertes den die über eine beliebige um den 
Ring einmal hei umlaufende Kurve g zu erstreckenden 
Integrale: 



aiinehmen sollen. 


Korn, Potentialtlieorie. 


24 



Anmerkung- OH 


1 (i) Ist U lediglicli als eine Funktion der Stelle auf m definiert, so 
denken wir uns das Fläciienstück dw mit seinen Funktionswerten in der 
RicMung der Normalen j'q des Punktes (hVoCo) und in entgegengesetzter 
RicMimg um eine kleine Strecke x parallel verschoben, dann ist in dem so 
entstehenden kleinen Cvlinder, bei genügend kleinem r, IJ eindeutig und 
stetig, seine Ableitungen sind im allgemeinen eindeutig und stetig (vgl. 
Def. S. 16), es folgt dann die im Test gegebene Entwickelung aus dem 
Tayiorschen Satze. 

2 (2) Es ist: 

abs. J • cos (?x) d? < D • abs. 


Denkt man sich die Kurve g auf die Tangentialebene in (lo^fo) 
projiziert, so ist: 

P 
r = 


dg-- 


I sin(rro)| 

ds 

I sin(?j/o) I 


wenn P den Radiusvektor, ds ein Element der projizierten Kurve s vor- 
stellt. Man kann nun die dm stets so einrichten, dass alle sm(rro), sin(s'*'o) 
von null verschieden und alle sin (Ps) von null verschiedene Zahlen gleichen 
Vorzeichens sind: dann folgt: 

abs. j^rds-.^ (endliche Konstante) abs. Jp sin(Ps) ds, 

? s 


und da das Integral 

so mehr: 

und: 


rechts die von s umschlossene Fläche vorstelit, um 

A dw, 

abs. j ^ • cos (s-x) ds- < A • D • dw, 

5 “ 


WO A eine endliche Konstante vorstelit. 
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(8) Seien in dem zweiten Falle 

Ü, V, w 

die Randwerte der Funktionen U, V, W, so ist: 


3 


0Ü 

0U 

0TT 

01 

0t 

dl' 

0tj 

0Ü . 

0T7 

0?7 


0v 

0[J 

oÜ , 

dU 

dt 

“F 

dL 

dl' 


cos {rx)^ 
cosivy), 

COS (^^z)J 


-und analoge Formeln gelten für V und W, wenn man immer durcli die 
horizontalen Striche andeutet, dass der Randwert der betreffenden Funktion 
.an der Fläche zu nehmen ist. 

Es ist daher: 



dU 


cos(?^x) -h 



dW \ 

) 



dw 

07' 






0W^ 

01 / 


cos {»y) + (^-1^ — ^ j cos (>' 2 )| doi 
cos(>t) +(^-^ — cos(i'z)| dw 


nnd nunmehr nach Satz B: 

= |'[ü cos(<rx) -h V cos(öy) + W cos(ö-z)] d(r. 

G 


Die eben gegebene Ableitung einer solchen Ausdehnung des Stokes- 
■ sehen Theorems hat keine Schwierigkeit, wenn UVW und ihre ersten 
Ableitungen in einem endlichen Raumgebiete eindeutig und stetig sind, 
das von w und einer Fläche, die mit co dieselbe Randkurve, sonst keinen 
Punkt gemein hat, begrenzt wird. Auf eine weitere Verallgemeinerung 
wollen wir hier nicht eingehen. 

(4) Es ist: 

abs. 

0 0 




J * cos (?'x) do < D ‘ ahs. i r do ; 


■f' 


. es lassen sich nun die dr stets so einrichten, dass alle cos (iw) von null ver- 
.schiedene Zahlen gleichen Vorzeichens sind; es folgt so: 

abs. I r do < (endliche Konstante) abs. . i r cos (rr) do, 

ö’ 
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niid da das Integral rechts das dreifache von o iimsclilossene Volumen 
vorsiellt : 


< A . dr, 

ahs. ^ J ' cos (i'x) do A • D • dr, 

V 

0 


WO A eine endliche Konstante vorstellt. 

5 (5) Um diese Behauptung zu beweisen, denken wir uns in einem 

Punkte oder (lo^o^o) der Kurve, der kein Eandpuiikt derselben sein 

möge, noch ein Trennungspunkt stetig ge- 
^ kriimmter Kurventeile, die Normalebene und 
0 in dieser den Punkt (xyz). Um zu ent- 
scheiden, ob die Entfernung Tq des Punktes 
(xyz) von (lo^oCo) eine gröfste oder kleinste 
Entfernung des Punktes (xyz) von der Kurve 
oder keines von beiden ist, ziehen wir noch 
die Grade (lo-hdr) von (xyz) nach dem Punkte 
CoH-dö- oder (|?;t) der Kurve, \vobei klein 
genug gewählt sei, dass (t^y) sich in der Form dar stellen lassen: 



dl! 


1 n o i 




dann ist: 


d(> * 2 I + 

(lo d- dr)- = + d(7- 1 1 — j^(x — l^) | ^ 

+ (y — ^o) 

4- (z — Co) 




cf„ 4- 6 
dcF ” t ‘^0 d * 

1 

d(J“' a^j 4- Ö ocr J 


4- .d [ , 


wo J durch Verkleinerung von (Ta unter jeden Kleinheitsgrad herabgedrückt 
werden kann. AVegen der Endlichkeit der zweiten Ableitungen von 
xönnen wir daher bei genügend kleinem i'o und genügend kleinem de stets 

eiTeiciien, dass: 

(ro 4- cfr)^ = lo^ 4- ® 


wo & eine von null verschiedene, positive Zahl vorstellt. Diese Formel 

beweist die Behauptung. 

(6) Wir schliefsen uns hier und in allem folgenden einer üblichen,, 
abgekürzten Ausdrucksweise an; wenn man von dem Werte einer Funktion 
der Stelle (x,y,z), die sich als ein Flächenintegral über eine Fläche <m dar.. 
stellt, bei unendlieher Annäherung an die Fläche <o spricht, so hat man es 
eigentlich mit einem doppelten Grenzübergang zu thun, der unendlichen 
Annäherung des Punktes (xyz) an die Fläche » und dem durch die In- 
tegration involvierten Grenziibergang; damit dieser doppelte Grenzübergang. 
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stets eindeotig aiisgelegt werde, wird stillschweigend die Festsetzung ge- 
I troffen, dass, wde klein man auch die Entfernung des variabeln Punktes 

j von w aiinehmen möge, immer sollen die gröfsten Distanzen innerhalb der 

i Flächenelemente dw gegen jene Entfernungen unendlich klein sein, 

j (7) Der absolute Wert einer Summe ist stets ^ der Summe der ab- 7 

j: soluten Werte der Summanden. 

(8) Ist Ä lediglich als Funktion der Stelle auf der Fläche aufziifasseii, 8 
so kann man: 

dB I dH , . SH /VA 

cos(rs) -f- -7— cos(ry) -{- cosirz) = 0 

0^ Of] “ Ob 

\ setzen. 

: (9) cl. h. derjenigen Kurven, welche zu einer solchen Zerlegung not- 

i wendig sind. 

(10) Ist lediglich als Funktion der Stelle auf der Fläche aufznfassen, 10' 
so kann man: 

r X , dx .. dx .. .. 

^ cos (rx) + ^ cos (^'y) + cos (vz) = 0 

Ob 0>? Ob 

“■ setzen. 

! (11) Wir betrachten hier H lediglich als Funktion der Stelle auf der 11 

: Fläche [vgl. Anm.(^)]. 

' (12) Wir betrachten hier x lediglich als Funktion der Stelle suf der 12 

. Fläche [vgl. Anm.(^'^)]. 

I (13) Für innere Punkte haben wir auch zur Begrenzung die unendlich 13 

I kleine Kugelfläche (R) liinzuzurechnen, die innere Normale r des in Fig. 29 

schraffierten Gebietes wird dabei durch die äufsere Normale der Kogel- 
fläche repräsentiert, es folgt somit: 

= fd. = -4;rR. 

(R) ' (R) 

(14) Diese Entwdckeiung von cos(rr) folgt aus der Eindeutigkeit und M 
Stetigkeit von cos(?'x), cos(>'y), cos(vz) und der Endlichkeit ihrer ersten 
Ableitungen. 

(15) Es liefse sich der Einwand erheben, dass man das Integral in 15 
dieser Formel bereits als imeigentliches Integral auffassen muss; wir brauchen 
indessen diese neue Festsetzung nicht, wenn wir 

i 

f 

i 

I anf der Fläche als die Ableitungen des uneigentlichen Integi-ales: 



tJj 


auffassen. 
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li (16) In Punkten der Trennungskurven kommen W resp. W bestimmte 
Werte zu, welche mit den Kand werten au der positiven und negativen 
Seite von w durch die Relationen verbunden sind: 

= W_ + 

wo öj eine zwischen 0 und 47i liegende Zahl vorstellt. 

17 (17) Dass das Integral: 

J = lim r H cos(?z) -cos(yz) co s (?y) ^ q 


isty wenn man g den Punkt (xyz) (mit der positiven Normalen immer 
näher und näher umschliefsen lässt, folgt, weil man g so wählen kann, dass 
seine Projektion auf die Tangentialebene in (xyz) ein Kreis s mit dem 
kleinen Radius P um (xyz) als Centrum ist; es ist dann bei genügend 
kleinem P für irgend einen Punkt von g: 

dg* = ds (l 4- r • 0) 

eos(ry) cos(g‘z) — cos(rz) cos(g*y) = cos(roy) cos(sz) — cos(^^oz) cos(sy) 

-Pv • ff 

H=H (xyz) H- r • fp, 


WO % 'ip stets endlich sind, desgleichen fp, wenn die ersten Ableitungen 
von H endlich sind. 

Es folgt somit: 



P 

sin(iwo) ’ 


r 


(I + 


wo s durch Verkleinerung von P unter jeden Kieinheitsgrad herabgedrückt 
werden kann, somit: 

J = lim • i? (xy z) I goM-oy) cos(sy) ^ 

s 

Es geht aus dieser Bemerkung deutlich hervor, dass die Ableitung 
, wenn man in (^o^So) die Normale Pq errichtet und den variabeln Punkt 

(xyz) auf dieser Normalen von irgend einer endlichen Entfernung r aus 
von der einen oder anderen Seite der Fläche unendlich nahe an {^oVoCo) 



heranrückeii lässt, auf dieser Strecke eindeutig und stetig wobei wir 

ledigiicli H als eindeutig und stetig anzunelimen brauchen, ohne irgend 
welche Amialimen über die ersten Ableitungen von H hinzuzunehmen. 

In einem besonderen Falle sind auch die Formeln 113 a) von jeder 
Bedingung über die ersten Ableitungen von H unabhängig, nämlich wenn 
M von der Form ist: 

ff = f cos (rh), (f endlich) 

und h eine in {lo%?o) to tangentiale Richtung vorstellt. In diesem Falle 
ist in einem endlichen Gebiete Wj um (lo^oCo): 


cos (rh) = r • gp, 

wo (p stets endlich ist, somit z. B. 


8V 


dV' 


dV 

1 

■0X 

(So’loü 

öx 1 


öx 



= - ff 


cos (rx ) 


^ do) 




in diesem Falle können wir die Randwerte von in (lo»7oto) gerade so 

bilden, als ob (lo^^Co) gerade auf der Fläche läge. 

(19) Das gilt (da W eindeutig und stetig ist, solange wir nicht durch 1^ 
g hindurchgehen), wenn wir auf dem Kreise (^) auf dem Wege von B nach 

X in positivem Sinne fortschreitend g nicht durchkreuzen; das können wir 
aber, da die z Axe nach der konvexen Seite von g positiv ist, bei genügender 
Verkleinerung von q stets erreichen. 

(20) Es mögen in dem Punkte N zwei stetig gekrümmte Teile ö*! und 20 
62 der Randkurve unter einem (von null verschiedenen) 

Winkel zusammenlaufen. Wir haben zwei Fälle zu 
unterscheiden. 

1. Fall. Der Winkel, den o-j, und einsehliefsen, 
ist ^ TT. Dann wird in einem endlichen Gebiete um N 
die kürzeste Entfernung irgend eines Punktes (l^yO 
Fläche <0 von der Randkurve entweder auf Gi oder 
auf (T 2 senkrecht sein, und wie nahe wir (l^/C) auch bei 
N annehmen, stets werden sämmtliche Argumente der 
Beweise im Texte gültig bleiben. 

2. Fall. Der Winkel, den 0*1 und einsehliefsen, 
ist 5 TT. In diesem Falle legen wir in N zu Ui die 

Normalebene, welche w in gi schneide, und zu 02 Normalebene, welche 
w in ?2 schneide; wir teilen dadurch in einem endlichen Bereiche um N die 


Wenn nur x genügend klein ist, so dass wir bei dieser Wanderung w 
nicht schneiden. 






Fiäclie in drei Teile I, II, HI so, dass die kürzeste Entfemiuig jedes Punktes 


des Teiles I von 


der Eandknrve auf ff]. 



die kürzeste Eiitferniing jedes 
Punktes des Teiles II von der 
Eandkurve auf senkrecht ist, 
während alle Punkte des Teiles 
III von ISi kürzere Eiitferiimigeii 
haben, als von irgend einem 
anderen Punkte der Randkurve. 
Während daher für Punkte der 
Teile I und II alle Argumente 
des Beweises im Text in Gültig- 
keit bleiben, ist für den Fall, 
dass der variable Punkt (xyz) 
im Teile III liegt, eine besondere 
Beträclitiing nötig. 

Es ist zunächst aus unseren frü- 
heren Untersuchungen ersicht- 
lich, dass sieh die Ausdrücke: 


9 -- 

ox 


von den Ausdrücken: 

f cos (ry) cos(ffZ' — C 03 (>z) cosfry) 


d^r, . . . 


bei genügend kleinem q für Punkte (xyz) des Teiles III nur um Gröfseii 
von der Form unterscheiden werden, wenn wir die Integrationen in 
den letzten Integralen über die Tangenten und ^2 von ffi und «Tg in N 
erstrecken; um diese Ausdrücke zu untersuchen, nehmen wir für den 
Augenblick die Richtung der Tangente zur x Axe, positiv in der 

Richtung N >- und berechnen die Integrale: 

00 

rx) 



für Punkte mit negativem x. 


Die in Fig. 90 beigefügten Pfeile markieren die positive Richtung 
der Eandkurve, resp. die positiven Richtungen, in denen die obigen Integrale 

über und Ak zu erstrecken sind. 
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Es orgiebt sich analog der Untersuchung S. 7 


cos (rx) 1 


r'iMLy)d^=. 

J 


1 

cot V- , 

e 2 


r-^ 


wenn &i den Winkel vorstellt, den die 
xAxe mit der Eichtnng q bildet und wir 
die y Axe in der diu-cli die x Axe und 
die Grade q gelegten Ebene annehmen.*) 
Gehen wir von diesem speciellen auf ein 
allgemeines (positives) Koordinatensystem 
zurück, so wird: 



Fig. 91. 


b) 


f cos(rx) 

-J 




-f- cos (Jfi x) 4- cot Y cos (qx) + Dl (^), 




i COS ( 1'2 

Q j " 

A 


dö'= d- cos(^i z) + cot Y 003(5“! z) 4- DsC^), 


wenn man die Kichtung 5-1 von N in die Fläche w hinein positiv rechnet, 
somit : 

^ C cQs (ry) cosM-cos M c o^ ^ 

r- 2 

“> — cos (s, z) OOS (Z| y )] + ®I (o), . . . 

= — cot ^ cos (j'x) + ®i (e), . . . 

Analog ist: 

cos(ry) cos(.rz) - co _s(rz)_cogM | ^ 

1-2 2 

wenn @3 den Winkel vorstellt, den die Richtung q mit einschliefst. 


*) Dieselbe wird somit nahe mit der Richtung Cj zusammenfallen. 
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Es ergeben sich somit für diesen Fall als Erweiterung 
des Satzes Yllbj die Formeln*): 

g = _ ^cot Y ■+■ t) 

Q ^ == — Y + y) 

ö — — l^cot Y + t) 

aus denen folgt, dass Zusatz 1 und 2 zu Vllb) auch in diesem 
Falle in Geltung bleiben. 

Die Formeln a) gestatten uns noch den folgenden Schluss: Da bei 
den in a) vorkommenden Integralen über halbe unendliche Graden alle 
cos(rx) für sich und alle cos(ry) für sich stets dasselbe Vorzeichen haben^ 
so können wir folgende Bemerkung machen: 

Bemerkung. Für die über die Eandkurve u**) eines be- 
liebigen Flächenstückes w zu erstreckenden Integrale: 

( cosfrx) r abs. cos(ry) T abs. cos(rz) 

<j G G 

gelten bei genügend kleiner kürzester Entfernung q des- 
variabeln Punktes (xyz) von c stets Formeln von der Form: 

f abs. cos (rx) , , . / % 

9 J •;2 dö- = « + //j (^), 

G 

f abs. cos (ry) , ^ , 

g\ = ß + 

G 



WO y endliche Konstanten vorstellen. 

(21) Wir haben — unter Zugrundelegung der Bezeichnungen in Fig. 39^. 
indem wir die x Axe für den Augenblick in die Eichtung er legen — zu 
zeigen, dass die Ausdrücke: 


■•■) Sehlieisen «Tj und Ö 2 den Winkel n ein, so ist 


iiiicl die obigen Formeln gehen in die Formeln 138) über. 
■■«=) Dieselbe möge Trennungspunkte haben oder nicht. 
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4-S +S +S 

(ir, 

bei genügender Verkleinerung von S und von der Form werdem*) 

Wir bezeichnen mit 9 den Winkel, den die Projektion der ßiclitung q 
auf die yz Ebene mit der y Axe bildet, mit 6 den Winkel der Richtungen 
r' lind Q (positiv oder negativ zu rechnen, je nachdem positiv oder negativ 
ist), dann ist: 

cos (r'x) = — sin 0, 
cos(rV) = cosO cos 7^, 
cos(r'z) =cos6 sinf, 




Jz 


cos(r'z) 


dr 



. , cos (r'y) 
ü I Jz V“ 


von den obigen Ausdrücken ist daher seinem absoluten Werte nach: 

0 

der erste abs. Max. {Jx) i 

-f S 

der zweite ^ q abs. eosf abs. Max. (Jz) 1 d^, 

-"s 


= ( cos 6 , , 

der dritte ^ q abs. sm> abs. Max. (Jz) 1 df, 


-S 


das erste der drei Integrale rechts ist 

1 1 


das zweite 


9 

2 


-f S'-' ’ 


7* ’ 


das dritte = 


(vgl S. 79 bis 80). 


Q Vo^-hS 


Es folgt daraus, dass wir durch genügende Verkleinerung von S und 

-|r die drei obigen Ausdrücke auf die Form J(g) bringen können, wenn 
b 

abs. Max. (//>c) bei genügend kleinem S von der Form .i(S) ist 


•'9 Die Ausdehnung auf Randkurven mit Treniiungspunkten erledigt 
sich, wie in Anm. 
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Bemerkung. Für die Gültigkeit der Eesultate des Textes 
ist also eigentlich die Voraussetzung li i ii z uz u nehmen^ dass 
für zwei genügend nahe Punkte 1 und 2 der Kandkiirve 


abs. (zj — Zg) ^ A • Si \ 


A endlich, \ 

ACl J 


wenn die Entfernungen von 1 nach 2 vorstellt. 

Wir haben diese Bedingung im Text lediglich deshalb 
nicht hinzugefügt, weil dieselbe für unsere Ha tip tiiiiter- 
siichungen, bei denen keine Randkurven vorhanden sind und 
höchstens konstante Sprünge von z in einer endlichen Anzahl 
von Trenniingskurven Vorkommen, belanglos sind. 

Wir werden übrigens bei einigen allgemeinen Sätzen in 
Teil IV, die auch für den Fall nicht konstanter Sprünge in den 
Trennungskurveu in Gültigkeit bleiben, auf diese Bemerkung 
zurück verweisen. [Anm. 003 

.22 (22) Dieser Fall erledigt sich durch eine der Untersuchung in Anm. (^0 

ähnliche Betrachtung. 

23 (23) Zusatz 2 zu Villa) folgt genau wie Zusatz 1 zu Villa), da bei 

den Voraussetzungen desselben das Kurvenintegral in der Formel 148) 
null ist. 

Genügt z nur den allgemeineren Bedingungen des Satzes Villa), so 
geht aus der Ableitung des 1, Zusatzes und der Formel 148) hervor, dass, 
wenn wir die Richtung F zur x Axe wählen; 


m 

dv 


V , f cos(rv) c 

r — o ä : - ----- ■ 


cos_((7z) — cos(rz) cos (^Ty) 




oder nach Vllb) [unter Berücksichtigung der Betrachtung in Anm. (^31 • 

aw 

e'-^==±2xp-hD(e), 

wo Zp den Wert von z in dem Punkte P der Randkurve vorstellt, dem 
man sich nähert, und das Vorzeichen -f~ oder — zu wählen ist, je nachdem 
man r in der einen oder anderen Richtung positiv rechnet. 

Wir erhalten so: 

Zusatz b zu Villa). Erfüllt z auf w le diglich die allgemeinen 
Bedingungen des Satzes Villa), so ist bei genügender An- 
näherung an die Randkurve oder eine Trennungskurve ?on w 
auf der Fläche a>h 

dW 

e' = +D(e), 

aw 


^ Bei Trennungskurven von cu muss eine solche üngleicliimg für die 
Sprünge von z gelten. 



stellt, dem man sicli nähert, resp. ‘/-^p den Sprung von x in dem 
Punkte P der Tronniingskurve, dem man sich nähert; die Vor- 
zeichen -H oder sind entsprechend zu wählen, je nachdem 
man P nach der einen oder anderen Seite positiv rechnet. 


Es ist schliefslich von Wichtigkeit, die tangentialen Ableitungen 

in der Nähe der Kurven (r auch dann zu betrachten, wenn man den Winkel 6. 
(len io und c/ in P bilden, kleiner und kleiner werden läfst. 

Es sei zu diesem Zwecke ^o' die kürzeste Entfernung des variabeln 
Punktes (xyz) von w, Fq ihr Fufspiinkt auf w, wir denken uns um ein 
Gebiet abgegrenzt, von solcher Beschaffenheit, dass der Abstand jedes 
Punktes des Gebietes w — Wj von (xyz) gröfser sei als die Länge P, wo: 


P=a 


rl-l' 


(a endlich), 

(0 < r < 1], 


wir können dann bei festem, genügend kleinem o' den Quotienten: 


P 

9' 


a 

Q' 


~X' 


sowohl, als auch den Quotienten: 


9o 

P 


Go"'' 


durch genügende Verkleinerung von 6 unter jeden beliebigen Kleinheits- 
grad herabdrücken. 

Nun ist, wenn Xq der Wert von in Po ist, nach Zusatz 2 zu VII b): 


, f cos(i^h') — 3 cos(rE) cos(rh') , , 

? \ ^0 ■ = 


somit: 


cos(»'h') — 3 cos(ry) cos(rff) 


, SW 

p ^-- = 5 J 

(Ul 

V cos(*'h') — 3 cos(r>') cos(rh') , 

[x — Xq) — ~ — ^ ao 


~F9 

(0 • — (Uj 

+ J (9 ') ; 


auf (Ul ist bei genügend kleinem P und : 


abs. (ü — Xfi) cc • -Pabs. Max. {a enclHcli), 


dW 


' A • q'^ ',*) {A endlich); 

wir können daher die letzte Gleichung auch so schreiben: 


wo: 


b) 


a ) q' + j{q)^ 

abs. Jj - P • endlich) 


J, = O- f (X - x„) COä(l-h') 

e.' 

it) W| 

Nun ist identisch, wenn ^ die Randkurve von wj ist: 

f 3 r 4- f {f„ + f.. + f,3) ^ d., 

tJ t) J ^ 

Wi Wj 

f rcos(iT’) COS (i'z) —cos (rz) COS (»t) / . 

_ I — h_.iJcos((;x) 


c) 


, cos(rz) cos (^'x) — cos (rx) cos fi'z) , . 

-r — cos (<Ty) 


-coshy) .osf.x) 


cos(ö’z) döT, 


wie leicht aus dem Stokessclien Theorem (S. 12) folgt, wenn man in 

demselben: 


ü 


__ cos(ry) cos(vz) — cos ( rz) cos(i'y) 


Y — eos{rx) cosfj'z) 


r- 


W = oosCoO — cos (ry) cos(;i^ x) 

r- 

setzt, und wie früher (vgl. die analoge Untersuchung S. 37): 

tu + 4. + fss = ^ (cos (.'S)) + A (cos (ry)) + ^ (coS (.'z)) 

bezeichnet. 


n Da: 


^ . ^i_X M endlich 


dh 




nach Voraussetzung. 
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Die Formel c) ergiebt uns einmal den allgemeinen Hiifssatz, der uns 

aoch oft von Nutzen sein wird: 

Hilfssatz. Das Integral über eine geschlossene stetig ge- 
krümmte Fläche to: 

IS 

ist bei genügend kleiner kürzester Entfernung des variabehi 
Punktes (x y z) von o) seinem absoluten Werte nach 


C 


WO c eine endliche, lediglich von der Gestalt der Fläche ab- 
hängende Konstante vorstellt. 

Es ergiebt sich andererseits aber auch leicht bei Berücksiclitigimg des 
Integrales über die Kurve g bei genügend kleinem P'*^) 


d) 


I" 


doj ™ b 


wo b eine endliche Konstante vorstellt. Es folgt somit: 


abs. Jj << B 


P.(i' 


l-X 


<c.^ 


Qo 

/l— X 


(B endlich), 


(C endlich). 


Qo 

• — falls P C I — X, 
sinN’ 


«ine Annahme, die uns freisteht. 
Andererseits ist: 

abs. Ja <i c 


,Cd(o 


(c endlich), 




^»0 

D(e') 


l — X' 


,, (C endlich), 




es folgt so aus a) bei genügend kleinem 6: 

3S Kur 

‘I? 


) Da der absolute Wert des Kurvenintegrales 

der endl. Konst. 


endl. Konst. 


wo A einen echten Bruch vorstellt: 

Zusatz 4 zu Yllla). Verkleinert man bei den Voraus- 
setzungen und Bezeichnungen des Zusatzes 1 zu Villa) bei ge- 
nügend kleinem, festgehaltenen q den Winkel Ö genügend, so- 
bestellt die Formel: 


abs, 


f ^ öWl 

•b wJ 


sin ^6 


w’O l einen echten Bruch vorstellt und ^((f) von 6 
hängig ist.-‘0 

24 (24) Zum Beweise von A^IIIb) bilde man die Ableitung: 

CO 


11 nab" 


an einem Punkt (lo^oCo) der Aufsen- oder Innenseite von ci, dann ist 
wegen der Stetigkeit von Ä, wie nahe man auch an die Trenniingskurven 
lieranrückt: 


cY 

d^o 



eos(rro) 

j,2 


OJ 


dco 


zt Srr B, 

(iotoQ 


da man nun in einem endlichen Gebiete um (^b^oCo) 


cos(rj'o) = i‘ ’ I 


setzen kann, wo f stets endlich ist, folgt die Behauptung nach dem Beweise 
von VII c) (S. 94 bis 97). 

Der Beweis von Zusatz 1 und 2 von VIII b) ist genau derselbe, wie 
der Beweis von Zusatz zu VII c) (S. 98 bis 103), nur braucht eben der 
Beweis nicht auf tangentiale Eichtungen h' beschränkt zu werden. 

AVenn wir über die tangentialen Ableitungen von V an der Fläche 
bei Annäherung an die Eandkurve resp. die Trennungskurven er etwas ausr 
sagen wmllen, müssen wir die Voraussetzungen für B etwas enger fassen: 

Zusatz 3 zu Vlllb). Ist in dem Flächenpotentiale: 

V=Jh — 

(O 


H auf m abteilungsweise eindeutig und stetig, sind seine ersten 
Ableitungen eindeutig und stetig, solange man sich in end- 

) Es ist leicht zu übersehen, wie sich der Satz auch auf die Ableitungen 
dW „ , ' 

ausdehnen lässt, doch wmrden wir von- dieser Ausdehnung in dem vor- 

liegenden Buche keinen Gebrauch zu machen haben. 
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licher Entfernung von derEandkurve und einer endlichen Zaiii 
von Trenmingskurven hält, wäliren.d bei genügender Aii- 
iiäheriiiig an dieselben die Eelationen 


Q 


dB 

0h 


^JiQ) 


erfüllt sind, so sind die tangentialen Ableitungen von V an 
der Fläche w in endlicher Entfernung von der Randkurve und 
den Tre nnungskurven eindeutig und stetig, während bei ge- 
nügender Annäherung an dieselben die Relationen 


gelten. 

Es folgt dies mit Hilfe der Formel 54) S. 42, wenn wir für den Augen- 
blick die Richtung h zur xAxe nehmen: 

0V ^^ cos(vj) cos (uz ) — cos (vz) cos ((xy) 


0h 


der 


m 

0 h" 


■ B cos(vh) (fji -f- f 22 -f- fsg) 


da> 


I / 1 \ (vy) , 

— I //cos(vh) — — ^dw. 


Dass; 


m 

e j ®-d(0 = D(?), 


folgt entsprechend dem Beweise von VII c) S. (94 bis 97), andererseits ist: 

abs, e r H d,r-^ e • e f ^,(c endlich) 


< c • ? 


J 


wo l ein echter Bruch ist, und: 
Korn, Potentialtlieorie. 


25 
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ist eiidlicli*)? 


G 


aiieil wenn man den variabeln Punkt an g iinendlicli nahe heranrüeken lässt. 

Wir sprechen weiter den folgenden Zusatz aus: 

Zusatz 4 zu VIII b). Verkleinert man bei den Bezeichnungen 
des Zusatzes 2 zu Vlllb) und den Voraussetzungen des Zusatzes 8 
zu Vlllb) bei genügend kleinem, festgehalteneii p' den Winkel f) 
genügend, so besteht die Formel: 


abs. 


9I'7 ^ sinVj 


WO l einen echten Bruch vorstellt und von 0 unab hängig ist. 
Wir haben hierzu zu beweisen, dass: 


abs. q' 


cos(rh') ^{q') . 

H — dw c r; ist. 


Es sei wieder i^ie kürzeste Entfernung des variabeln Punktes (xyz) 
von w, Po ihr Fusspimkt auf w und der Wert von H in Po? dann ist: 

cos(rh') , ^ 

CO 

somit: 

A c TT xcos(rh') , , 

ß — p j (ff Hq) dro -h J ((> ), 

0) 

und nun brauchen wdr analog dem Beweise von Zusatz 4 zu Villa) nur 
wieder um Po ein Gebiet wj abzugrenzen, von solcher Beschaffenheit, dass 
dei J^hstand jedes Punktes des Gebietes co — ■ von (xyz) gröfser sei als- 
die Länge P, wo: 

. a~X' a endlich, h 


Es folgt dies leicht mit Hilfe der Identität: 


1 _ d 

l-l-X — 0ör 


(r^cos(ru)) 4- (1 — 


cos^ (rff) 
"”7, f i 


da nemlicli cos(r<r) von dem Punkte der Kuiwe, dem man sich nähert, an. 
resp. nach jeder Seite der Kurve bis zu einer endlichen Entfernung dasselbe 
Zeichen hat, so kann man auf diesen Kurventeilen 


= , 1 0(r^) 

dö- 

setzen, und man erhält bei der Integration lauter endliche Gröfsem, 
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dann gelangen wir in 
Zusatzes 4 zu VIII b). 


analoger Weise, wie dort, zum Beweise unseres 


• , Vlllb) lässt noch eine Erweiterung auf den Fall zu, dass H 

Sich aus 2 r imktionen znsammensetzt: 


von denen fl» die Voraussetzungen des Satzes Vlllb) erfüllt, wälirend H 
überall auf m eindeutig und stetig sein soll, so lange man sich in endlicher 
Entfernung von einer endlichen Anzahl vereinzelter Punkte P, P, p 
auf der ßandkurve oder den Trennungskurven von o, hält, während’ be! 
genügender Annäherung an dieselben die Relationen: 


(> • Hj = aj + ^ ((>), (aj endlich) 

bestehen sollen. 

Es gilt die folgende 

Erweiterung des Satzes Vlllb). Setzt sieh die Funktion H 
aus zwei Funktionen ff, und fl-, zusammen, von denen die erste 
die Voraussetzungen des Satzes Vlllb) erfüllt; ist ferner 
auf oj in endlicher Entfernung von vereinzelten Punkten 
fg ... Pj^ der* Fläche w eindeutig und stetig, während bei ge- 
nügender Annäherung an dieselben Relationen von der Form 


P • = Sj + ^(p), (Uj endlich) 

bestehen, so setzen sich die normalen Ableitungen aus 

. „ ., 0V„ , ev, 

zwei i eilen g-- und — zusammen, von denen die ersteren die 

Eigenschaften der //p, die letzteren die Eigenschaften der 
haben. 

Der Beweis für ist derselbe, wie vorher, analog dem Beweise von 

VII c) (S. 94 bis 97)5 ferner ist in jener Betrachtung zum Beweise, dass bei 
genügender Annäherung an die Punkte Pj: 

8Vt 

Q == Aj + D ((>), (Aj endlich) 


lediglich in Fig. 41 als Grenzkurve der Gebiete 1 und 2 ein Kreisbogen 
mit dem Radius ~ um Pj als Centrum zu nehmen. 


Wir wollen an dieser Stelle einige Sätze einschalten, welche teilweise 
Er\v<dt<‘rüngeii einiger Sätze des I. Teiles darstellen und jedenfalls ihrem 
Sinne nach zu dem I. Teile gehören, Sätze, von denen wir in Teil IV und 
V mehrfach Gebraueb machen werden. 
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Wir sprechen zunächst die folgende Definition aus: 

Definition. Eine Funktion f der Stelle (k' v 0 auf der Fl iicii e 
üj wollen wir als regulär bezeichnen, w’enn für irgend zwei 
Punkte (wi Cs) and (^2 ^-2 C2) der Fläche, welche eine genügend 
kleine Entfernung 1*52 haben, die Ilelation gilt: 

abs. (f, — f, ) = abs. [f (la ^72 f,) — f (ij //, l, )] < A • r, 3^ ~ \ 

WO A eine endliche Konstante ist und 

/.cl (in strengem Sinne). 

Wir können bei dieser Definition die folgenden Sätze ausspjrecheii : 

Satz 1. Jedes Flächenp otentiah 



(f) 


ist, auch wenn man über M lediglich die Vora,css<‘l.z)ing der 
Endlichkeit macht, auf co regulär, und zwar ist bei genügend 
kleinem ri2: 

abs. (Vo - T,) ^ C • abs. Max. N- 

wo C und ;. von der Funktion ff völlig unabhängig sind und 
lediglich von der Gestalt der Pläclie to abhängen. 

Wir denken uns zum Beweise um den Mittelpunkt O der Graden 
(fi’JiCi) — (5‘2'?äi2) eine Kugel mit dem Kadius 



die <u in der Kurve ? schneidet und in einen (li 171^1) und (S., ent- 
haltenden Teil wiund einen Teil lu-w, zerlegt. Dann ist der von« — 
herrührende Teil der Differenz V2 — V, seinem absoluten Werte nach 

< b • abs. Max. S-y, (b endlich), 

< B • abs. Max. ä ■ (B endlich) ; 

der von w, herrührende Teil ist seinem absoluten Werte nach 

Wi 

< 2 abs. Max. Ifj ^ , 

"1 

< c • abs. Max. ff ■ P, (c endlich) 
nach Formel 46 ) oder 47 ) des I. Teiles S. 38 und 39, also 



C endlich/ 
, < 1 


<C a • c • abs. Max. 

abs. (V 2 — Vi) c C * abs. Max. U • rl 2 ^~^ 

wo C und l lediglich von der Gestalt der Fläche abhängen. 

Satz 2a. Ist H auf einem stetig gekrümmten Flächenstücke 
ü) eindeutig und stetig, so sind die normalen Ableitungen 


0V 

_ 1 

0V| 


! W ■■ 

i,’ \ 

U) 2 

0v| 

+ 

a 

dp i 


des Flächenpotentiales: 



auf der Fläche selbst reguläre Funktionen der Stelle auf w, und 
zwar ist die absolute Differenz ihrer Werte in zwei Punkt en mit 
genügend kleiner Entfernung 1*12 


• c ' abs. Max. H • r 


i-V 


/c endlich, \ 

V < 1 ) 


wo c und l' von der Funktion H völlig unabhängig sind und 
lediglich von der Gestalt des Flächenstückes w abhängen. 

Satz 2b. Ist auf einem stetig gekrümmten Flächenstücke 
ü) eindeutig und stetig, so sind die Werte des Flächenintegrales: 

LO 


auf der Fläche selbst reguläre Funktionen der Stelle auf w 
und zwar ist die absolute Differenz ihrer Werte in zwe 
Punkten mit genügend kleiner Entfernung rj 3 


y • abs. Max. • 1*1 


i->: 


y endlich,' 
Xcl 


wo y und X von der Funktion x völlig unabhängig sind und 
lediglich von der Gestalt des Flächenstückes w abhängen. 

Beide Sätze folgen unmittelbar aus Satz 1, wenn man bedenkt, dass 
um jeden Punkt endliches Flächenstück abgegienzt 

werden kann, in dem sowohl: 


als auch: 


wo f und F endlich sind. 


cos (rVo) = r • f, 
cos (rv) = r F 
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Satz Sa. Ist H auf der geschiosseiien, stetig gekrümmten 
Fläche w regulär, so dass bei genügend kleinem rig: 


abs.(Ä2— Hi):< A*ri2^ 


_l> /A endlich, \ 

’ i. rci J 


wo A und F von der Lage der Punkte auf der Fläche unab- 
hängig sein sollen, so ist für einen Punkt (xyz) der Normalen Vq 
in irgend einem Punkte (lo^/oCo) der Fläche bei genügend kleiner 

Entfernung {)o' von (^oVo^o)' 


Qo 


ob 


5>'o J 


: (ci A 4- Co abs. Max. B) 


1~X" 


wo Ci Co zwei endliche Konstanten vorstellen, die lediglich von 
der Gestalt der Fläche abhängen, 


und li eine ganz beliebige Richtung ist. 

Grenzen wdr nemlich um (lo^to) einen Flächenteil wi ab von solcher 
Beschaffenheit, dass die Entfernung jedes Punktes von — to,) gröfsor ist 
als die Länge P, wo: 

1 


so kann 



1- V 

2- r 


ebenso wie P durch Verkleinerung von Qq beliebig klein gemacht werden. 
Es ist somit bei genügend kleinem nach dem Hilfssatze im Beweise von 
Zusatz 4 zu Villa (S. 383) der von wi herrührende Teil des Ausdruckes: 

eo' ^ [ (H- T = j* de« 

M 

seinem absoluten Werte nach: 


^o' abs. Max. {ü — Hq) Cj ""V 7 
^*0 


Ci A P 


1 — X' 


(A endlich) 


iCiApo' 2 


der von m Wj herrülirende Teil desselben Ausdruckes ist seinem absoluten 
Werte nach 


*) fio==^(lo%to). 
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Qq abs. Max. H • Ca 


P 

1 


C 3 abs. Max. B • Qq ^ ’ 

es bleibt somit lediglich zu beweisen, dass bei genügend kleinem q^: 


J = abs. Qo 
Nun ist: 


, r 3 cos(iVo) cos(rh) — co3(i'oh) 


dw ■<: C4 ^0' 


2 -)/ . 


3 cos (fk) cos (rh) — c os (rh ) ^ 


und es ist für Wi: 


cos (rry) == cos (rv) + ^> • f , 
cos (yoh) == cos (yh) + ^ • F, 


wo Q die Entfernung von dw nach (lo%Co) ^ endliche Funktionen 

vorstellen. Es ist somit 

dw 


T — f « i 1 ' i 

J < Cb (»0 -P \ + Cß (>0 \ 


Wl 


; C7 -h Cs 


U) —■ 0)l 


Qo 


Qo 


1 

2-X' 


• ^8 Qo 


2— V 


; C4 Qo 


2 -y 


1 — 


wenn c^ == C 7 + Cs, da 

1 

Po- 
es ergiebt sich so die Behauptung, wenn man noch 


2 ~~y 


C 2 == C« -f* C 4 


setzt. 


Diese Untersuchung beweist zugleich den Satz 

3b Ist zaufder geschlossenen, stetiggekrümmtenFlächew 

regulär, so ist bei genügend kleiner Entfernung po' des van- 

abein Punktes (xyz) von w: 


Qo 


ßC,22?Pda>^JM, 

eh J 


ro h eine beliebige Richtung vorstellt. 


Wir werden auch zeigen, dass wir mit Hilfe derselben auch den 
folgenden Satz ausspx'echen können. 

Erweiterung des Satzes Vb). (S. 43). Der Satz Vb) ist für 
geschlossene,-'^-') stetig gekrümmte Flächen noch gültig, wenn 
wir von H lediglich Regularität auf (o voraiissetzeo, ohne dass 
wir über die Ableitungen von H irgend welche Annahmen zu 
machen brauchen. 

Die Stetigkeit der ersten Ableitungen folgt auch bei unendlicher An- 
näherung an w aus 3a, da nach diesem Satze bei genügend kleinem die 
Ableitung an co in 

dY_]dV\ 


ist. Zum Beweise der Formeln 56) (S. 44) grenzen wir um (fo%fo) ein 
endliches Gebiet W] ab, so dass in demselben: 






wo s die Entfernung (|)?C) — (lo'lofo) vorstellt, dann brauchen wir nur zu 

beweisen, dass das Integral: 

J = ^ d« =|(H„ - H) d« 

(Ol 

zu null konvergiert, wenn wir w, immer kleiner und kleiner machen. Es ist: 


abs. J < A 




d(o 

H-X 


(Ol 


Nun folgt, wenn ? die Grenzkurve von wj ist, ( 14 : 1 ); 

( — Cj "t* f 22 “f" fj.i cos(iw) 1 -f- A cos“(iw)l 


d(o 


-h 


1 ffcos(r 

i-ülL 


y) CQs(vz) -- cos( rz) cos (vy) 


cos(o’-x) 


, cos(rz) cos (kx) — cos frx) cos M 

-t- ~~ ü COs(öy) 

cos(rx) cos (vy) — cos (ry) cos M . . 1 

-T- i 

aus dem Stokesschen Theoreme, wenn man in demselben: 


stück? in gleicher Weise für stetig gekrümmte Flächen- 
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U = CQs( ry) COs(r^;) (:Os(i'y) 

V =- cos(yz) 

ly cos(rx) cos^'y) — co3(ry) cos(i'x) 


setzt. Es folgt iiimmehr, dass J durch Verkleinerung von to^ unter jeden 
Kleinheitsgrad herabgedrückt werden kann, mit Rücksicht auf IVa) de& 
L Teiles und darauf, dass: 


lim 





s- 


Die Sätze 2a und 2b gestatten uns die beiden Folgerungen: 

4a. Ist E auf einem stetig gekrümmten Flächenteile oi- 
regulär, so gilt gleiches für die normaleir‘-'0 Ableitungen des- 
F 1 ä c 1 1 e n p 0 1 e 11 1 i a l e s : 


V= H 


zu beiden Seiten der Fläche. 

4b. Ist X auf einem stetig gekrümmten Flächenteile la 
regulär, so gilt gleiches für die Werte des Fläclienintegrales 




CU 

ZU beiden Seiten der Fläche. 

Wenn wir von einer Funktion f der Stelle auf dem stetig gekrümmten 
Flächenstücke (o sagen, dass sie regulär ist, solange man sich in endlicher 
Entfernung von der Trennungskurve hält, so soll eine Relation: 


abs. (f, - fj) < A 


bestehen, wo A endlich, l<zl ist, wenn man sich in irgend welcher (im 
übrigen beliebig kleiner) Entfernung von der Randkurve hält-, bei unend- 


Man wähle s* so, dass seine Projektion auf die Tangentialebene in 
ein Kreis (R) sei, dann ist in (^o%Co)- 

I ~ <; endl. Konst, j endl. Konst, 

Für die Regiilarität der tangentialen Ableitungen (in endlicher 
Entfernung von der Randkurve) ist Regularität der ersten Ableitungen 
von E hinreichend, wie aus Formel 54) (S. 42) mit Hilfe von Satz 1 und 
4b folgt. 


liclier Annäherung an dieselbe darf aber nach Belieben A iiiiendlicli wachsen, 
die Grenze, unter der 1-12 liegen soll, zu null konvergieren« 

Bei dieser Ausdrucksweise können wir die beiden folgenden Sätze 
ausspreehen : 

5 a« Ist auf einem stetig gekrümmt en Flächen teil e (d ein- 
deutig und stetig und sind seine ersten Ableitungen regulär, 
solange man sich in endlicher Entfernung von der Ea 11 d k u r V 
hält, so sind die ersten Ableitungen des Flächenintegrales 

f cos(rr) ^ 

W = U — 

ü) 


bei Vermeidung der Fläche cu selbst und in endlicher Ent- 
fernung von der Eandkurve für jeden Punkt (xyz) des Eaumes 
eindeutig und stetig, der auch von der einen oder anderen 
Seite unendlich nahe an die Fläche herantroten kann. Es 
gelten ferner an der Fläche w, wie nahe man auch an die Eand- 
kurve herantreten mag, die Eelationen: 


löWj 

aw 

1 0 X 1 — 

dx 

\m\ 

jaw 

! 07 1- 1 

dy 

j aw j i 

aw 

j dz 1— 1 

dz 


!+ 

!+ 


• — in 


dx 

är 


— in - 


dx 


in 


dy- 


law 


aw 

1 


dl' 


Das folgt aus der Formel 59) S. 46 mit Hilfe der Erweiterung des 
Satzes Vb. (S. 392); in gleicher Weise folgt: 

5b. Ist auf einem stetig gekrümmten Flächenstücke cj z 
■eindeutig und stetig, und sind seine ersten Ableitungen regulär, 
solange man sich in endlicher Entfernung von der Eandkurve 
hält, so sind auch die tangentialen Ableitungen des Flächen- 
integrales 

Ü) 

ZU beiden Seiten von w regulär, solange man sich in endlicher 
Entfernung von der Randkurve hält, 

aus Formel 59) S. 46 mit Hilfe von Satz 1 und 4b. 

Den Satz 5 a kann man für geschlossene, stetig gekrümmte Flächen 
auch in folgender Form aussprechen: 

Erweiterung von IV c. (S. 48) Der Satz IV c ist für geschlos- 
sene stetig gekrümmte Flächen noch gültig, wenn man von 
den ersten Ableitungen von z lediglich Eeguiarität voraus- 
setzt, ohne dass wii über die zweiten Ableitungen von irgend 
welche Annahmen zu machen brauchen. 
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Man wird nach diesen Erweiterungen von Vb) und IV c) des I. Teiles 
auch die Sätze Via) und VI b) des III. Teiles (S. 192 und 196) dahin er- 
weitern können, dass für Via) bereits die Regularität von R auf w, für VIb) 
bereits die Itegiilarität der ersten Ableitungen von a auf o) hinreichend ist. 

[Es sei beiläufig bemerkt, dass man in ähnlicher Weise auch die Sätze 
VI c) VI d) des I. Teiles über Raumpotentiale erweitern kann: 

Erweiterung von VIc) und VId), Die Sätze VIc) und VId) 
des 1. Teiles (S. 63 und 66) sind auch dann noch gültig, wenn 
man die Funktion M in dem Raume t lediglich als regulär vor- 
aussetzt, ohne über ihre ersten Ableitungen irgend weiche 
Voraussetzungen zu machen. 

Mann wird dabei E in dem Raume r regulär nennen, wenn für 2 Punkte 
(^1^1 Ci) ^iiid (12^2^2) desselben bei genügend kleiner Entfernung ri2: 

fibs. (£2 — A r,2 * endlich, X < 1).] 


(25) Es ist ; 


25 


■cos m fii 


‘-he" 




wo i für den Augenblick die imaginäre Einheit, a2 ... gewisse Zahlen- 
faktoren sind, oder: 

cos m 6i == 2 “ ^ cos Öj -h «2 cos ^ 61 -f- «4 cos ^“”^61+ . . 

wo wiederum ? gewisse Zahlenfaktoren sind, da sich successive auf 

die Ausdrücke: 


^ i (m - 2) 0, Q — 2)01^ gi(Di — 4)6^ ^ - i («a — 4) 0,^ ^ ^ ^ 


genau analoge Betrachtungen anwenden lassen. 
(26) Es ist: 


26 


d2 


d 

LA 

ni 

1 1 

LP„i 

X p A 

4- i rii 1 

dx 

L(Kr: 


1 ( H - x“) 

i V dx 


Pni 

1 

1 

f 

X 

^ i , . 1 H 

. — X 


(>L 

- l 

+* 1 - 

dx 




, X f ^Pni , . ^ ^ \ 

h j T- s* + 2 " i dx + * 1 - X- ’ 


(l 


\ dx'^ 


d^p,i 


^ +2i 


X ^Pni , i^ X'^ -h i (1 -h x^) 


1 — dx 
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hiernach vdrd die Differentialgleichung für wenn man noch mit 

( l' i ““ x-)^ multipliziert: 


(n — i) (n -1- i I) — (2 i + 2) x j + j Pj^j | 


4- 


(1 dx'^ +^‘i-x^ dx 


oder: 


" - ct) Pni - 2 x + (1 _ x^) = 0 . 


(27) Die Formeln 73) folgen, wenn man die Formeln: 
cosj sinsy = |- sin (j -h s) ^ — sin (j s) j , 


cosj 


i ff cosscf = I COS(j - 4 - S) (f + cos (j — s) rpj , 
smj>. sins^:. = j[ eos(j - s) ff - cos (j H- s) <fj 


nach ff zwischen den Grenzen 0 und 27r integriert. 
28 (28) Es ist nach Anm. (-^): 


0^0 = 


1 ■* 
9 in - 1 


COS ni 6 — «9 


cos^‘~^ 6 — cos”^“^ 6 




indem man auf cos“ ^ Formeln anwendet, 

die Behauptung im Text. 

29 (29) Es ist: 


folgt 


cos (ff — ^j)^ 
04 


cos(y>— y,) 

V 


■Pi/ cos( 9 r)— 


0 

Oft 

~ [^'4i — 4*'i cos( 7 ^' — ^i)]^Pii^^ (441 + cos (71 ■— fpi)^ 

^ 2 fifi^ 4 - |r;'i cos (ff — fpj) P^' 4 . 2 / 3 /^ cos(<p — 71 ,)^^ ^ 




0 Pn 4 + yy^ COS (7^ — ff^)^ 

04 ~~ 


ferner : 
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0Pn (,«,«, + i'i'i cos (»f — T-i)) _ 

= ~ '''"I — fl) Pii' (,««! + >')', oos('/: — yj)) 

S'^Pn (^,“1 + ''»'i cos (y - y,) 

■ 07^2 ~ f i) P n"(/“ i“i + >' ''i cos (y — y-i)) 

— cos(y - (f^) Pji' -t- ;'>'j cos (y — y,)^ 

der Ausdruck links in 81 ) ist somit: 

E5 n (n 4- 1) "k cos {(p ~~ (p^)^ 






) Pn "k COS(rf ~ gPi)) 


-k 


cos {fp — fl) 

cotiif — Cf i)y -f-ri-sin“(/]P — 7)i)J fii-hrvi Qös{f—fS^ 

: n (ix 4-. 1) _I_ cos {f — fi)^ 

— 2 + i'n cos {f — r^ij)j 4- ry^ cos (7> - fi)^ 


4“ 


— + rri cos (7) — 7.i)| P^/' 4- 1/^1 003(7 — 71)). 


( 30 ) Es ist, wenn wir, wie vorher: 
setzen : 

7 ) • • Öi'n i 

u /■ i ,, \ i’^ni 


30 




_d_ 

d/u 


o 0 , i 


f.u) 


i -|- 2 


8 '^ fni 


■|(i + 2)//»'‘ + i^j/‘| 






e'^fai 




4-(P — i)'')fai, 

Sfni 


ni, 


■ i (i 4 - 1 ) f, 




Es wird somit: 

0 

dpi 


11 (n + 1) 2 k fj 


if . 
•^111 


( 1 0^111 0^^111 1 

- / II n (0 + 1) - i (i + 1)J f„i - (2i + 2) -g^- + (1 - -p-J> 

und hieraus folgt die Behauptung im Text. 

(31) Es ist, wenn wir für den Augenblick unter i die imaginäre Ein- 31 

heit verstehen: 
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32 


1 f ^ T 

(l^cos-xf = ^|e -’+e 

II 2 n . 2 11 ( 2 11 — 1 ) 

— __ j2eos nx + 2 ^ cos(n — 1) s + 2 .y cos(n — 2) x + ■ • • 

, .^2n(2n— 1) ■ • • (n + 2) 2n (2n — 1) . . . (n + l.)| 

- r:2lT7(^-Tr ^ r- 2 . . . n f 

L MrllL Ij _L 9 — — eosx + 2 — , 

” 2“ (n{4f l ^ n + 1 + 1) (n + 2) ■ 


COS 2x + • 


+ 2 


ii(n-~-l) ... 2-1 

(i: -t- i) (U™h2) .. . 


... cosiixk 

2 n j 


-izM. /i+2yj 
•2-(/r(„))2[ Y 


(n{n)f 


niTL-i)n(n+j) 


COS .] X 


fo2'l Es ist: 


abs. \ [^(x) - <J>(bj)] clx c" (aj - 


wenn wir unter absolut gröfsten Wert von ^P{x) — ‘^(bj) im 

3—1 1 

Intervalle aj_j a- verstehen, somit: 


n 


abs,2j®'(*5j)U'^’(s) — '^’(bj)]clxi<abs, Miix.F-^j ^a. a. 

i I J 1 J 


a, 


^i-i 


; abs. Max. F • G • (xo — x, ), 


w^enn G das gröfste Gjj^ ^ ist; die linke Seite lässt sich daher durch 
‘j — 1 j 

Yergröfserung von n und Verkleinerung der Intervalle aj_j^ a,j unter jeden 
Kleinheitsgrad herab drücken. 
n (33) Es ist in 12.3): 

v.> 


Hm 2' [f'(Hj)-r(bj-i)] bMx)dx 


M = - 


T-i 


lim yj[F(bj)-F(bj_,)] 

n = oo 


somit, 'wenn wir den gröfsten Wert von 

^2 

r«/>(x) dx 





mit Cx, (len kleinsten mit K bezeichnen: 

K < M < G, 


Ist : 


X 2 x., 

K = j*'/’ (x) dx, G = j '/• (x) dx, Ql ^ ^ 


so folg'b Funktion: 


>:2 


‘/^ (x) == \ (x) clx 


ini Intervalle x^ X 2 , also auch im Intervalle a ß eindeutig und stetig ist, 
dass M in der Reihe der Werte liegen muss, welche ‘F im Intervalle aß hat: 

M = ‘F ((>), (« $ n $ ß)- 
Es folgt also jedenfalls: 

X 2 

M = <l> (x) dx, (xi ^ < X 2 ). 

i> 

(34) Dass di(! Formel 135) wirklich eine Entwickelung nach allge- 34 
meinen Kugelfunktionen darstellt, geht daraus hervor, dass wir: 

P„ (cos r) = P„o Uc) P„„ M + 2 i 2 Pni (O Pni (^.) i 

setzen können und die Formel 135) die Gestalt erhält: 


f (Öi,7’i)= 2“ 

0 


n 

^noPno (^i) + 2i Pni(^i)|-<nlCOSi9>i + B„i 


sin i 9 ?i 




^2n + l 

47?' 


27r + 1 


P„ (<“) d.“ df', 


0-1 


27t +1 

: “ ,+_i r r f (6, y) P„ i C«) eosiV’ dfidf, 

2n /r(n+i)J ^ ■ 


2?! H“ 1 

w 


i= 1, 2 ... 


«ni = (■ f f (fl, -r) Pni W siniT cl/t d,., 
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::]5 (35) Der Punkt = 1 ist der Sclinittpiinkt der positiven x' Axe 

mit der Kugel, also der Punkt in dem ursprüngiiclieii Koordinaten- 

system : der Punkt a ~ — 1 ist dem ersten diametral entgegengesetzt, also 
d*^en Punkt (tt — ^i, in dem ursprüngiiclieii System. 

(dd) Sind die ersten Ableitungen von £ endlich, so folgt ans I tOa), 
140 b): 


■ 471 


Stt 27? 

^F{i, .f) dr' + 1)“ jri- 1- V) 


2« +1 

0 —1 


= — F (1, (p') -T- Y (— 1)^ F (— 1, rp') -p Djj, 

+ 1 = I F + T (- ' F(- 1. .P) + „ 


wo D^^^ durch Vergröfserung von ii unter jeden Kleinlioitsgrad 

herabgedrückt werden können, und hieraus die Behauptung im Text. 

57 (37) Es ist bei genügend kleinem P, wenn wir zunächst TrennungS' 

punkte in den Treimungskurven ausschliefsen: 


f 


05' 


dw 



<r 


j II dp dff -i-j II • 5 V' cl", 

0 ' 0)1 


wo stets endlich ist und die Integrale mit dem Index (x über beide Ufer 
.aller Trennungskurven zu erstrecken sind. Nun ist: 


, 0P - X 

abs. 


CdF 1 

abs,^^de<--. 


A-P' 


a-x 


(A endlich), 


somit sind die beiden Integrale rechts durch Verkleinerung von P unter 
jeden Kleinlieitsgrad herabdrückbar. Wir wollen hier auch den Fall von 
Trennungspimkten in den Trennung'skurven ausführlich abmach eii. 

Es mögen in einem Punkte N der Kugel beliebig viele stetig ge- 
krümmte Teile von Trennungskurven unter beliebigen Winkeln '0 Zusammen- 
treffen; wir konstruieren um N einen Kreis auf der Kugel mit genügend 
kleinem Radius, der von den genannten Zweigen der Trennungskurven 


Bei Ausschluss von Spitzen. 
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<r, (Tj . . . C)^ in den Punkten 1, 2 . . . i geschnitten werde; wir bezeichnen 


jedes von den Kurven 
«■j-t, j — 1 j, Tj 

begrenzte Fläclienstück mit Wj 
und haben zu zeigen, dass, wenn 
wir von oij einen Teil roy ab- 
trennen, von solc.her Beschaffen- 
heit, dass alle Punkte des übrig- 
bleibenden Teiles von und 
iT- eine greisere Entfernung ha- 
ben, als die Länge P, das Inte- 
gnü: 

r0F 

T— doj 

"hi 

durch Verkleinerung von P unter 
jeden Kleinheitsgrad herabge- 
drückt werden kann. Der Beweis ist verschieden, je nachdem der Winkel, 
I einschliefsen, n oder ^ n ist. 
im ersten Falle existiert eine ganz in 
dem Gebiete wj verlaufende Kurve ? von 
solcher Beschaffenheit, dass alle in dem 



den ff. und ffj 


Teile I liegenden Punkto von ff: 


’j-i 


eine 


kleinere Entfernung haben, als von ffj, und 
dass alle in dem Teile II liegenden Punkte 
von ffj eine kleinere Entfernung haben, als 
von ffj_|. Es folgt dann: 


0F , 


r 


"dF 

^,dQ dff- 


F ' ^ P do), 





Fig. 93. 


0 r F- P und Vj stets endlich ist, und daraus die Behauptung. 


In dem zweiten Falle kon- 
struieren wir den in N zu öj _ ^ 
und den zu ffj senkrechten Haupt- 
kreis Sj j und ?j und teilen da- 
durch coj in drei Teile I, II, III so, 
dass alle in dem Teile I liegenden 
Punkte von ff.j _ ^ eine kleinere Ent- 
fernung haben, als von ffj, alle in 
dem Teile II liegenden Punkte von 
-ffj eine kleinere Entfernung, als 
yon ffj _ p und dass scliliefslich alle 

körn, Poteutiaitlieode. 
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in dem Teile III liegenden Punkte von N kleinere Abstände babeUj als- 
von anderen Punkten von öj undöj_^. Dann ist, wenn wir wieder das 
Gebiet abscheiden und J den Teil von nennen, welcher in das 
Gebiet III fällt: 


0^ 


"ij 


ÖF , , . or 

g|7 do du + ^ ^ df.t) 




0r 

j 


p 

C CdF 


Ui- 


Q äf; 


'^j-1 


wo yj_i, Tj die Winkel sind, die die beiden Meridianebenen ?j_,, f- 'mit 
irgend einer festen durcli N gehenden Meridianebene bilden; daraus folgt 

wieder die Behauptung. 

38 (38) Es ist jedes: 

b’‘ = (rr 


- COs’^/jn, 

l 1 — sin^^n, 

somit, falls l grade ist = 2J: 

b’' c’- = ( j 1=^)’' + cos* y. (1 - cos^ y) 

= ( «0 cos + ;.) <r 

+ (1 — ,“^) ( ^ 1 — ^ ~ ^ COS (x + k — 2) tp -i~ ■ ■ . , 

wo Ko K; ■ • • Zahlenfaktoren sind. Ist k ungrade = 2j + 1, so folgt nach 

dieser letzten Gleichung: 

c^' = I 1 — ^2 gin rp I ( ^ -f- ^ 2,./) rp 


+ «I (1 ~ pr) ( P 1 — 




+ ■ 


coS"(;f -f- 2/i'— 2) f/>- 


m 


Nun ist jedes: 

sin (f cos (z 4- 2J —2i)ip=~ [sin (z + A — 2i) <p 

-sin(z + A-2i-2)-4 i = 0, I, 
es wird also b* c*- von der Form: 

b’" = Po • ( /■' 1 — + k gjjj 

+ F, -(^i — ,«'^)* + ^-2sin(z + A-2)?) + . . 

Ul J' ‘ rationale Funktionen von fi sind. 


(39) Ist 2 . B. k ungrade = 2j + 1, so ist: 


J (i, z, ;.) : 


Hvr^) 


+ X 


cos'^ p sin^“^ ^ 


p dto 


und muss verschwinden, da: 
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1 cos^ fp‘ (l — cos^ (pY sin cpdcp — 

ganzen rationalen Funktion (cos (f) 

J 

0 



= 0 . 


Analoges folgt, wenn i oder 'x. ungrade ist, da man die Poliirkoordi- 
naten beliebig auf die x, y oder z Axe beziehen kann. 

(40) Es ist, weil]) wir für den Augenblick unter i die imaginäre Ein- 4§ 
iieit verstehen: 




1 


2 cos 2jfp-h • 2 cos (2 j — 2) 9 4- 2 cos (2j — 4) 9 

i 1 • Ä 

+ , ^ + m- 2e.. 2 ,+ « -‘ 1 ;;'«+« 


somit: 


2n 


cos^^ fp dfp = 2n 


,._2.i(2.i-l) - • -(j + l). 


1 . 2 ■ - • i • 2^j 


: 271 


g(2j ) 

22j[U(j)]2 


(41) Man braucht, wie mit Hilfe der Betrachtungen im 2. Kapitel 41 
leicht folgt, von vornherein lediglich noch von den zweiten Ableitungen 
voraussetzen, dass sie innerhalb t eindeutig und stetig oder selbst nur 
im allgemeiücn eindeutig und stetig sind, ohne den BegrifP der Potential- 
funktion einzuschränken. 

(42) Gäbe es aufser den Funktionen V und W noch eine andere 4^ 
Funktion U, welche die Bedingungen in Zusatz 2 zu IX a), resp. Zusatz S 

zu IXa), erfüllen, so wäre, wenn man 

XJ' — U — V resp. Ü — W 

setzte, das über den ganzen Raum zu erstreckende Integral: 



(0 


wo V die innere Normale von dw vorstellt, somit — o, da ü und zu 

beiden Seiten der Fläche dieselben Werte haben sollen. Daraus folgt, es 
muss U' im ganzen Eaum konstant sein und zwar = o, da dies im Unend- 

liehen der Fall sein muss. • ä® 

” (43) Um irgend welchen Misverständnissen vorzubeugen, wollen wir 

die folgenden Festsetzungen treffen: 
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Wenn wir sageiij eine allgemeine Potentialfunktion U soll die Rand- 
werte f an der Fläche cu besitzen, so soll, wenn inan in irgend einem Punkte 
(lo^Co) der Fläche in irgend welcher (im übrigen beliebig kleiner) Ent- 
feriiniig von einer endlichen Anzahl von Treimiiiigsknrven die Normale i'o 
errichtet und auf derselben in der Entfernung r den Punkt markiert 

die Differenz 

ü(i>'r)-nf(io%Co) 


durch Verkleinerung von r unter jeden Kleinlieitsgrad herabdrückbar sein. 

0 LJ 

Wenn wir von einer normalen Ableitung — in (lo%to) sprechen, so 

oi'o 

wird die Voraussetzung gemacht, dass 


011 


iVt/T) 


bei Verkleinerung von r gegen einen endliclien Grenzwert — gl(3iclimäf8ig'0 

ÖVo 

konvergiert, und wir sagen, die normale Ableitung von U an der Flüche co 
ist eindeutig und stetig, wenn dieser Grenzwert eine stetige Funktion der 
Stelle auf m ist 

44 (44) Es folgt dies, weil das uneigentliche Integral: 


dfJ 

sin ^6 




für Werte von die unter einer gewissen (endlichen) Grenze liegen, 
endlich, somit jedes Integral über die Ringfläche (()) von der Form J (^) wird 
Es sei hier noch hinzngefügt, dass der Satz auch ohne die Be- 

dingungen 5a) gültig ist, 

45 (45) Die Bedingung: 


0 f cos (rr) 

Q \ X 

Cf' J r^ 


ÜJ 


dw == J{q) 


in (20) im Satze IV b) und IV c), die Bedingung: 


dy 




:J{q) 


(R) 


d. li. es soll die Differenz: 

6*'o (5'>)' 0’"i) 

durch orkleiaeruiig von r unter jeden Kleinheitsgi'ad herabdrückbar sein. 
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in (27)j in den Sätzen V und VI, die Bedingung: 

0 ( V cos(i’j') , , , 

(t) 

in (52) und den Sätzen VII, die Bedingung: 

0 f cos (r;0 , ^ . 

^’0-' = 


in der Anm. S* 248 und im Satze VIII, sind iediglicB hinzuge-fügt, um von 
vornherein den Integralen: 


einen endlichen Grenzwert zu sichern; kann man die Existenz dieses end- 
lichen Grenzwertes auf ii’gend welchem anderen Wege, wenn auch nach- 
träglich, beweisen, so können die obigen Bedingungen fortbleiben. 

(46) Nur sind bei dem Beweise die Bingflächen (^) um die Trennungs- 46 
kurven zu berücksichtigen; dass die Integrale über dieselben unter jeden 
Kleinheitsgrad durch Verkleinerung von q herabdrückbar sind, folgt, wie 

in Anm. (44) die analoge Behauptung. 

(47) Statt der Endlichkeit der zweiten Ableitungen genügt nach Er- 47 
Weiterung von IV c in Anm. (■^) auch die Eegularität der ersten Ableitungen 

in endlichen Entfernungen von den Trennungskurven oder irgend welche 
Bedingung, welche die Eindeutigkeit und Stetigkeit aller ersten Ablei- 
tungen von 


cos(iw) 


dö) resp 




dü> 


in endlicher Entfernung von den Trennungskurven Gewähr leistet. 

Für den ersten Teil des Satzes V, die Darstellung der Funktionen 
Uj und für den Innen- resp. Aufsenraum einer Kugelfläche (R) in 
der Form: 


U- 


jL 

2rr 




1 r 

— f...- f 

AnE 




do> 


(K) (R) 

27C ] r-' 47rR j r 

(R) (R) 

lassen sich die Bedingungen noch weiter fassen: 


*) oder 



t' 
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2iisnt?: zu Ist f eine eindeutige und stetige Funktion 
aler Steile auf der Kugelfläehe (E), deren erste Ableitungen 
eindeutig und stetig sind, solange man sich in endlicher Ent- 
fernung von einer endlichen Anzahl von Treniiungskiirveii 
hält, während bei genügender Annäherung an dieselben die 
Eelationen: 

df __TW ^ 

?dh 


■orfüllt sind, so sind die Funktionen: 

JJ 1 f»cos(iw) 

(R) 


47rE 


r’ 


(R) 


ü. 


—-f 

2w 1 




iäj' 


^4^1" 

(R) (R) 

in denen die innere Normale des Elementes dw vorsteilt, die 
stetigen, allgemeinen Potentialfunktionen des Innen- resp. 
Aufsenranms der Kugelfläche, welche an derselben die Rand- 
werte f besitzen. 

Die zum Beweise notwendigen Entwickelungen nach Kugelfunktionen 
(vgl. m. Teil, IV. Abschnitt, 2. Kap. § 3, S. 210—212) der Integrale 


I 


f— und 

V 




(R) (E) 

gelten hier nach Vc) des II. Teiles an der Kugelfläehe und nach Zusatz 
zu Va) für jeden Punkt mit einer Centraldistanz: 

Ri<R, 

^ (iii strengem Sinne) 

R, 

und die obigen Integrale konvergieren mit abnehmendem 
R — Ej resp. Ra — R 

gieichmässig gegen ihre Randwerte an der Kugelfläche. 

(48) Aus der Art der Transformationen 58 (59) folgt, dass wenn die 
unktionen resp mit Bezug auf die Fläche co die Voraussetzungen des 
w “) erfüllen, auch die Voraussetzungen des Satzes V für die 

Funktionen W' in bezug auf die Kugelfläche (R) erfüllt sind; dasselbe gilt 
' Voraussetzungsn dieses Satzes (vgl. Anm. 47) au Stelle 
Abteilungen von in endlichen Entfei- 

Übersicht der Verhältnisse geht man am besten 
f di® Eindeutigkeit 

vof ^i>i®i‘«“g®“. Endlichkeit der zweiten Ableitungen 

hinz c®s(vz) auf den stetig gekrümmten Teilen von « 



407 


«uiigeii von den Treiinungskurven lediglich die Regularitäfc der ersten Ab- 
rieitiingon vorauHsetzt. 

;[ 9 ) Ans der bekannten Ungleichung: 49 





j bj- 


folgt die Ungleichung: 


n2 


(f • d(j) 


< 


k' 


dcü • \ dö). 


(50) Hält man sich zunächst in endlicher Entfernung von den 5# 
Trenniingskurven, so kann man ein endliches Gebiet (o^ absclieiden, 
welches die Trennungskurv/en enthält und von (xyz) endliche Entfernungen 
hat, während der übrige Teil «3 von cu nur endliche Entfernungen von 
den Trenniingskurven hat. Es ist dann der von 0)3 herrührende Teil von 
llj seinem absoluten Werte nach 

< endl. Konst. (nach IV a) des I. Teiles und der ersten Formel 174), 


der von coi herrührende Teil: 

5 = |/ j (Wj - Cj)ä da> dw [nach Anm. (")], 

ÜJ 2 “>2 _ 

< endl. Konst. nach 148), da L <C 


folglich : 

abs.Hj^«."/^, («endlich). 

Nähert man sich dagegen den Trennungskurven auf w selbst oder 
einer Fläche, welche mit den Teilen von w von null verschiedene Winkel 
einschliefst, und bezeichnet man mit q den kürzesten Abstand des vanabeln 
Punktes von den Trennungskurven, so ist: 


abs. Uj <; 


endl. Konst 


VjWj-Cj 


C-X^dw 


cos^ (r>' 


dö) 


(genau analog der Untersuchung S. 20ö— iöii), 


(51) Sei nämlich z 


(nach 148)), {ß endlich), 
unächst j gi-ofs genug, dass bei beliebig kleinem i 51 


abs. 


dy 




dann 


folgt nach 180a) und 180b), sowie infolge der Formel: 
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ISOc) abs. <; (endi. Konst.) A**, (A endlicb) 
die aucli bei unendlicher Annäherung an die Treniiungskurven gilt: 

i ^ ^ ^ endlich) 

wo P eine beliebig klein zu wählende Länge vorstellt; wir setzen: 


dann folgt: 

da infolge 
auch : 

somit auch: 



+ j B) (A ^ endlich) 
lim ^ji = 0 , 

j = oo 


lim j2Tji= lim fTjj^--=0, 


J = OO 


0W:i 0W:^ 

lim j = lim j — 7 ; — = 0 , 

j = 00 Oy j = 00 Oy 


lim j 

j = OO 



52 (52) Wir werden unsere Sätze lediglich für den Fall konstanter 

Sprünge in den Trennungskurven zur Anwendung bringen; für den allge- 
meinen Fall sei hier an die Bemerkung in Anm. (‘‘^') erinnert; wir müssen 
die — für unsere Fälle von selbst erfüllte — Bedingung hinzufügon, dass 
für zwei Punkte (li tji tj) und (I 3 C 2 ) der Trenniuigspunkt in genügend 

kleiner Entfernung ria die Sprünge ^ die Eelationen erfüllen: 

g '2 ~ J (1*1 2)* 

53 (53) Die durch die Neumann’sche Methode konstruierten stetigeiiy 
allgemeinen Poteiitialfunktionen, welche eindeutigen und stetigen Rand- 
werten f entsprechen, sind stets zugleich reguläre, allgemeine Potential- 
fimktionen, da sie von der Form sind: 

reg. allg. Potf. + 

ft) 

wobei W selbst von der Form ist: 




W.-PW, 


cos (d^) dft), 


f eos (rv) ^ 

^3 dft), 

ft) 

der zweite Teil der Neumann’schen Funktionen hat daher nach Satz 2b 
und 3 b der Anm. die Eigenschaften regulärer, allgemeiner Potential- 
fimktionen in der Nähe der Treniiungskurven, und zwar nicht blos in der 
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Nähe der Trenmingökiirvcn in bezng auf f, sondern in der Nähe irgend 
einer beliebigen auf w konstruierten Tremiungskurve. 

(54) Für den Fall, dass die Fläche co aus zwei getrennten Teilen 54 
(Ol co^ besteht, deren einem eine gegebene stetige allgemeine Potential- 
funktion die Werte 0, an deren anderem sie die Werte I besitzt, ergiebt 
sich, falls die Fläche w' ganz innerhalb des von (Oj Wg begrenzten Gebietes 
liegt, bereits aus Zusatz 4 zu VII des IIL Teiles der 

Zusatz zu IX. Ist ü die stetige, allgemeine Potential- 
funktion des von zwei getrennten Flächen (o^ begrenzten Ge- 
bietes, welche an der Fläche (o^ die Randwerte null hat, wäh- 
rend sie an der Fläche cog der Ungleichung genügt: 


abs. U r, 


wo r eine endliche Konstante vorsteilt, so ist auf irgend einer 
Fläche co', welche ganz innerhalb jenes Gebietes verläuft: 

abs. U rA, 


Avo I einen echten Briicli vorstellt, der lediglich von der Ge- 
stalt und Lage der Flächen (o^ cog co' ahhängt.*) 

(55) Der Satz gilt auch dann noch, wenn nur die ersten Ableitungen 55^ 
von f in endlicher Entfernung von a und irgend welchen Trennungskurven 
regulär sind und bei genügender Annäherung an diese Kurven die Relationen: 


8 f 


' ‘0¥“ 

D(e), 

0 f 

„ cos (r»') 



CO 


3 r 

OOS (rr) 




dw == 0 (^) 


erfüllt sind. 

(56) Bei dieser Ausdrncksweise möge verstanden werden, dass die 
betreffenden normalen Ableitungen sich aus zwei Teilen 

Hq und Hl 

ziisammensetzen, von denen die ersten bei genügender Annäherung an c? 
den Relationexi: 


''^) Es folgt hieraus im besonderen: 

Ist Ul eine Potentialfunktion des Aussenraiimes t einer geschlossenen 
Fläche coi und . an derselben ihrem absoluten Werte nach <^5 ist 
abs. auf jeder innerhalb z verlaufender Fläche cog, wo Ajg einen 

echten Bruch vorstellt, der lediglich von der Lage der beiden Flächen 

(üi (Ug abliängt. 
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genügen, während in irgend welcher Entfernung von vereinzelten 
Punkten eindeutig und stetig ist und bei genügender Annäherung an die- 
selben den Relationen: 

abs. oHj < endl. Konst. 

genügt. 

'57 (57) Nachdem man mit Hilfe einer Schwarz’scheii Operation zur 

Kombination zweier Flächen gelangt ist, kann man dieselbe zur Kombi- 
nation dieses Komplexes mit einer dritten Fläche verwenden '0 und so fort. 
58 (58) Man braucht die Schwarz’schen Methoden nur unter den in 

Anrn. gegebenen Bedingungen in Anwendung zu bringen, 

5S (59) Ebenso, wie: 

abs. r 3« d Ui ^ A. abs. Max. (A endlich), 


0 [ dw = 

abs. ^ \ H — <^A. abs. Max. H, (A endlich). 


60 (60) Sind lediglich die ersten Abteilungen von f auf co regulär, so ist 

zunächst: 

=== i dw, im Aussenraume, 

r ^ ü) 

^ eos(rv) . 

w — ) ^la — :: 2 — Innenraume 

J 

CD 

Potentialfunktioii des Innenraumes, sowie Aussenraumes nach Erweiterung 
•des Satzes \ b) des I. Teiles in Anm. (“■‘), ferner folgt die Konvergenz und 
Regularität der Reihen: 

dv dy ‘ ’ 

053. 

dy 0 #/ 

genau wie früher. 

«1 (61) Man kann mit Rücksicht auf die Anm. (“) auch hier mit der 

Regularität der ersten Ableitungen von f an Stelle der Endlichkeit der 

zweiten Ableitungen auskommen. 

«3 (62) Wir brauchen in dem Beweise (S. 848) die Regularität der ersten 

Ableitungen von f nur zum Nachweis dafür, dass die ersten Ableitungen 

von: 

«• — sfli" 


*) Wir bezeichnen diese Kombination auch wieder kurz als eine 
Sehwarz’sclie Operation. 
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regulär sind; das folgt aber mit Hilfe der Formel: 

^ Tr ( xCOs(rj^) 

72 

f q , ob { vx ) (fii -}- £22 4 - fsa) 


0x 

(i> 

0f 

rw 

"2n 


■ dw 


(Formel 54. S. 42) 


bei beliebiger xRiclitiing nach Satz 1 und 4b in Anm. (-^) bereits aus der 
Endlichkeit der ersten Ableitungen von f. 


